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VIERTE FOLGE. BAND 58. 


1. Zur Elektronentheorie 
des Magnetismus und des 
von G. Borelius. 


1. den großen Schwierigkeiten, die der Annahme 
einer gleichen Energieverteilung zwischen Leitungselektronen 
und Metallatomen auf fast allen Gebieten der Metallphysik 


entgegenstehen, hat der Verfasser versucht, ohne diese An- 
nahme auszukommen. In zwei früheren Untersuchungen!), die _ 
kürzlich in diesen Annalen veröffentlicht worden sind, wurde 
in der ersten die Thermoelektrizität, in der zweiten die Er- 
scheinungen der Elektrizitäts- und Wärmeleitung behandelt. 
Besonders wichtig war es, nachzusehen, ob das Gesetz von 
Wiedemann und Franz, das die hauptsächlichste Stütze 
für die Äquipartitionsannahme gewesen ist, auch ohne diese 
verständlich werden konnte. Die Ableitung dieses Gesetzes 
gelang nun auch unter der Voraussetzung, daß das Metall- 
atomgitter an sich eine große Wärmeleitfähigkeit, somit kleinen 
thermischen Widerstand hat, und daß die beweglichen Elek- 
tronen nicht, wie bisher angenommen wurde, die große Wärme- 
leitfähigkeit der Metalle bedingen, sondern, im Gegensatze 
dazu, der überwiegende Teil des thermischen Widerstandes 
verantwortlich ist. Wir wollen jetzt die Elektrizitätsleitung — 


von einem neuen Gesichtspunkte aus nochmals besprechen 


und dann bei der Behandlung des Magnetismus und des Hall- 
effektes die innere Wahrscheinlichkeit und die 
unserer Auffassung hervorheben, 

Die Hypothese von dem metallischen Zustande, aus den 
die Resultate der beiden früheren Arbeiten abgeleitet worden 
sind, wollen wir folgendermaßen präzisieren: Die Struktur 


und die Schwingungen des Atomgitters werden hauptsächlich - Be Be 


durch die gegenseitigen Kräfte der Atome bestimmt und 
werden von den Leitungselektronen nicht wesentlich beein- 
flußt. Jedes Atom spaltet wahrscheinlich ein Elektron ab 


1) G. Borelius, Ann, d. Phys. 57. p. 231 u. 278. 
Annalen der Physik. IV. _. 58. 
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G. Borelius. 


Die abgespaltenen Elektronen werden im intermolekularen 
Raume überall von den benachbarten Atomen abgestoßen 
und bewegen sich überwiegend in den größtmöglichen Ab- 
ständen von diesen. Der Ausdruck für die elektrische Leit- 
fähigkeit wurde früher in einer Weise abgeleitet, die wir hier 
in etwas geänderter Form kurz andeuten wollen. Wenn ein 
Atom im Kristallgitter von seiner Ruhelage aus schwingt, 
verdrängt es das in dieser Richtung ihm benachbarte Elektron. 
Dieses entweicht z. B. in einer gebogenen Bahn um das Atom 
herum in den hinter dem Atom frei werdenden Raum. Wenn 
dann das Atom im nächsten Augenblicke nach der anderen 
Seite schwingt, geht wieder ein Elektron in entgegengesetzter 
Richtung fort. Ist die Zahl der ganzen Schwingungen des 
Atoms in der Sekunde » und der mittlere Atomabstand 2r, 
so bekommen die Elektronen in dieser Weise eine mittlere 
Beweglichkeit gleich 2».2r, und es geht durch die Flächen 
eines Zentimeterwürfels in der Sekunde. ein, sowie aus die 
Elektrizitiitsmenge 

--@) in =4nerr, 

~~ wo e die Ladung der Elektronen, n ihre Zahl pro Kubik- 
zentimeter ist. 

Ein elektrisches Feld (X) sucht die Elektronen entgegen- 
gesetzt seiner eigenen Richtung zu verschieben, und wenn 
nichts dieser Polarisation entgegenwirkte, wiirde die Volumen- 
einheit das maximale elektrische Moment 
(2) P,=neR 
bekommen, wenn R der Abstand zwischen einem Elektron 
und dem benachbarten Atom ist. Die kinetische Energie des 
Elektrons bewirkt aber, daß das Moment in Wirklichkeit die 
_ viel kleinere Größe P erhält, die wir in formaler Überein- 
stimmung mit der Berechnung des paramagnetischen Momentes 
eines Gases von Langevin!) bestimmen können. Bildet die 
Linie, die das Elektron mit dem benachbarten Atom verbindet, 
mit der Feldrichtung den Winkel ©, so hat das Elektron in 
bezug auf das Feld die potentielle Energie w= X eR cos ©. 
Nach einem bekannten Satze der statistischen Mechanik ist 
nun die Zahl der Elektronen, die die potentielle Energie w 
besitzen, proportional mit 


ang 
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Elektronentheorie des Magnetismus und des Halleffektes. 491 


wo W zwei Drittel der kinetischen Energie eines Elektrons 
ist, und wir bekommen daher für die Zahl der Duplette pro 
Kubikzentimeter, deren Achsen einen Winkel zwischen ® 
und @ + d@ mit der Feldrichtung bilden, den Ausdruck 


XeR 


- cos 8 
(3) dn=Ae " -2asinOdO. 
Wir setzen der Kürze halber 
XsR 


Ww 


(4) n= f da m Lea —I- 
Das resultierende elektrische Moment des Kubikzentim imeters 
finden wir nach (8) und (4) zu : ‘ 


(6) P= [eR dn= nek — 


Da a sehr klein ist, wird 
(6) P= ne R= = 


sW 
Die Zusammenwirkung der Polarisation und die a 
bewegungen der Elektronen geben einen Strom von der Dichte s, 


die sich aus dem Ansatze 
(7) 


mit Hilfe der Gleichungen (1), @) 6) Die 
Leitfähigkeit wird 


Den für ‘des Wärmeleitvermögen früher ER 
druck können wir mit unseren jetzigen Bezeichnungen schreiben 


(9) 


(«T kinetische Energie des Gasmoleküls bei T°), und das 
Leitverhältnis ergibt sich zu 
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G. Borelius. 


weleher Ausdruck sich von dem früher erhaltenen um den 
Faktor r/R unterscheidet. Nun ist zu erwarten, daß der 
Abstand R der Elektronen von den benachbarten Atomen 
etwas größer sein soll als der halbe Abstand r benachbarter 
Atome; wir berechnen z. B. das Verhältnis R/r aus 

1 4n R® 
(11) 
zu R/r = 1,24. Setzen wir diesen Wert in (10) ein, so finden 
wir bei 18° 


= (er) 


4 = 17,8. 10° EME. 


während Jaeger und Diesselhorst!) als Mittel für zwölf 
Metalle 7,11 . 1010 fanden, 


2. Für unsere Vorstellungen über die Elektronenbewegun- 
gen sehr aufklärend ist es nun, die Größe W mit der für den 
Transport (1) nötigen Energie zu vergleichen. In der Tat 
werden wir finden, daß diese beiden Energiegrößen miteinander 
eng verknüpft sind. 

Die mittlere Transportgeschwindigkeit der Elektronen 
längs ihren gekrümmten Bahnen setzen wir zu 2»/, wo also 
I der während einer halben Schwingung eineg Atoms zurück- 
gelegte Weg eines Elektrons ist. Die entsprechende Energie 
wird somit 


=. 


iese Energie ist wahrscheinlich nur zwei Drittel der gesamten 
inetischen Energie des Elektrons, weil das Elektron wohl 

a Schwingungen senkrecht zu ihrer, durch die Lagen der 

benachbarten Atome bestimmten, Bewegungsrichtung aus- 
a Bags und also nur zwei der drei kinetischen Freiheitsgrade 
für die Transportbewegung in Frage kommen. Der obige Aus- 
a _ druck ist daher dem aus (8) berechneten Werte von Ww gleich- 


i 
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4 2 
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u. FR Avogadrosche Zahl, A Atomgewicht, g Dichte) setzen, 
‘bes 
1) W. Jaeger u. H. Diesselhorst, Abb, Physik.-Techn. Reiche. 
anstalt 8. p. 269. 1900. 
—— 
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Wir hieraus das Verhältnis des sur Länge 
des Halbkreises ar mit Radius r für eine Reihe Metalle. 
Um diese Zahlen miteinander gut vergleichbar zu bekommen, 
führen wir die Berechnung für dieselbe charakteristische 
Temperatur aus, die wir, da unsere Ausführungen nur für 
hohe Temperaturen gelten, recht hoch oder zu 20 (@=ß») 
setzen. Mit R=1,24 r (11), e=1,59. 10-20, m = 0,902 . 10-27, 
N = 6,06..10% und j = 4,87. 10-1! ergibt sich aus (14) 


(15) 


Diese Größe ist in Tab. 1 berechnet. © ist nach der Formel 
von Lindemann berechnet und einer Tabelle von St. Allen!) 


entnommen. 
Tabelle 1. 
1 10? A 
#9 e Q ar 
Na 210 100 23,4 1,2 
1 K 121 53 45,4 0,8 
384 137 14,0 1,4 
Al 406 99 10,2 1,3 
Fe 435 710 9,1 3,6 
2 Co 423 510 6,8 3,5 
Ni 423 880 6,7 4,7 
Rh 335 140 8,3 1,9 
3 Ir 261 120 8,6 1,9 
Pd 294 210 8,9 2,4 
Pt 227 180 9.1 2,5 
Cu 360 44 
Ag 233 26 10,3 0.9 
Au 180 30 10,2 
4 Zn 233 100 9,2 1,8 
Cd 146 76 13,1 Sr: 
Sn 122 115 20,5 1,8 
Pb 97 123 18,2 2,2 
. Sb 154 400 18,9 3,1 
| Bi 86 710 21,2 5,2 
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Die Bedingung dafür, daß die Rotationsenergie W mit 
der Transportenergie identisch sein soll, ist nun, daß 1 un- 
gefähr einer halben’ Umdrehung entspricht, und wirklich finden 
wir meistens das Verhältnis }/rır von der Größenordnung Eins. 
Es ist jedoch zu beachten, daß dieses Verhältnis eine Tempe- 
a raturfunktion ist und angenähert proportional mit der Quadrat- 
__- wurzel aus der absoluten Temperatur ist. Daß besonders bei 

tiefen Temperaturen das Verhältnis kleiner als Eins ist, ist 
wohl mit unseren mathematischen Ausführungen schwer ver- 
einbar, hängt aber augenscheinlich damit zusammen, daß 
unsere Formeln nur für hohe Temperaturen gelten. Die Ver- 
gleichstemperatur 20 ist auch mit Absicht so hoch gewählt, 
daß I/xr mindestens etwa Eins beträgt. Daß andererseits 
bei hinreichend hohen Temperaturen 1] immer größer als ar 
wird, muß wohl so gedeutet werden, daß. hier pendelnde 
Zurückschwingungen der Elektronen vorkommen. Bemerkens- 
wert groß ist I/xr teils für die ferromagnetischen Metalle, 
teils für Sb und Bi. Überhaupt ist die Theorie links im 
periodischen Systeme am besten erfüllt. 


8. Da wir uns vorgestellt haben, daß die Leitungselek- 
tronen sich auf gekrümmten Bahnen bewegen, liegt es nahe, 
zu untersuchen, ob nicht die Einwirkung eines Magnetfeldes 
auf diese Bewegungen die Erscheinungen des Dia- und Para- 
magnetismus erklären kann. Eine Anregung zu einer solchen 
Untersuchung finden wir schon in dem Umstande, daß diese 
Erscheinungen so vom Zustande der Metalle abhängig sind, 
daß sie augenscheinlich eine Wirkung an der Oberfläche der 
Atome ist. 

Der Einfachheit halber stellen wir uns vor, daß sich alle 
Elektronen auf gleichen Bahnen vom Radius R mit derselben 
Winkelgeschwindigkeit w bewegen. Wir betrachten die stati- 

__ stische Verteilung der n Elektronen des Kubikzentimeters 
_ auf die Oberfläche der Kugel mit dem Radius R, durch dessen 
Mittelpunkt wir ein Rechtskoordinatensystem zyz legen. Um 
die Einwirkung eines Magnetfeldes von der Stärke H in der 
Richtung der positiven z-Achse zu berechnen, ist es gestattet, 
die m Elektronenbahnen so zu zerlegen, daß wir n/8 Elek- 
_ tronen in jeder der zy-, zz- und yz-Ebenen kreisend denken, 
n/6 in jeder Richtung. 

3 Eine Diamagnetismus erregende Einwirkung tritt nur in 
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dem die Sache in Wirklichkeit komplizierter sein dürfte, be- _ 
Madde wir sie einfach so, als ob die Elektronen, wenn kein 
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der xy-Ebene, senkrecht zur magnetischen Kraft auf. Trotz- aoe 


Kraft K bewegen. Es ist also 
mRw=K. 


Auf das in positiver Richtung kreisende Elektron übt das = | 
Feld eine nach innen gerichtete Kraft von der Stärke eR w HB = 
aus und es wird 


(16) = mw*dR + 2mRwdw = 


A 
(18) dM=—skwdR— 
Bei einem um das Atom frei a Elektron läßt sich 
nun zeigen, daß im allgemeinen dR =0 ist, und diese An- 
nahme wird der Langevinschen*) Berechnung zugrunde 
gelegt. Hier kann dagegen dieser Ansatz nicht begründet 
werden, und wir müssen alle Möglichkeiten offen lassen. Wir 
betrachten daher die beiden extremen Fälle: dw=0 und 
dR=0. 
Für dw =0 bekommen wir aus (16) und (18) die Ze 
nahme des Momentes für jedes der n/3 Elektronen in der i 
x y-Ebene 


e®R’H 
(ag) dM=- 


(20) 


Wir wollen diese Magnetisierung radialer Dip 
nennen. 
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Ist dR =0, so haben wir 
eR'H 


(21) 


‘und die Suszeptibilität, die wir 5 
nennen, wird 


ne? R? 
(22) 


also viermal kleiner als die radiale. 


4. Eine paramagnetische Wirkung kommt durch den 
Einfluß des Feldes auf die in den zz- und y2-Ebenen kreisenden 
Elektronen zustande. Die paramagnetische Suszeptibilität k, 
erhalten wir im Anschluß an die Gleichung (6), wenn wir 
das. elektrische Feld X durch das magnetische H, und das 
elektrische Moment eR durch das — M ersetzen. 
Fir H =1 wird 


n M* 
(23) k,=+ 
Das Moment M ist durch (17) Wir 
(24) - W ate m R* w* N 

2 
was nur eine andere Schreibweise für (12) ist, und finden % = 
(25) k,=+ 


Der Paramagnetismus wiirde u bei hohen Temperaturen 
konstant sein, was erfahrungsgemäß eher vorkommt als die 
von Langevin abgeleitete umgekehrte Proportionalität mit 
der Temperatur. 


5. Wir müssen nach dem Angeführten voraussetzen, daß 
jedes Metall sowohl paramagnetische als diamagnetische Eigen- 
schaften hat. Wir sehen aber, daß der Wert der paramagne- 
tischen Suszeptibilität (25) zwischen denen des radialen (20) 
und zirkularen (22) Diamagnetismus liegt. Ein Metall er- 
scheint daher diamagnetisch, wenn es überwiegend radial 
diamagnetisch ist, paramagnetisch, wenn es überwiegend 
zirkular diamagnetisch ist. Die von unserer Theorie geforderten 
Grenzen der Suszeptibilität können, wenn für n der Wert (18) 
eingesetzt wird, folgendermaßen angegeben werden: 


1 1\ 1 
(26) (-5+3) Am <k</ Am 
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oder in absoluten elektromagnetischen Einheiten: 

kA 
(26) 284 < 10% < +1,42. 
°F wollen wir reduzierte Suszeptibilität nennen und mit h’ 
bezeichnen. 

Im allgemeinen ist es nicht möglich, aus der Größe der 
Suszeptibilität zu unterscheiden, wieviel vom radialen oder 
zirkularen Diamagnetismus herrührt. Unter der, jedoch höch- 
stens formal gültigen Annahme, daß der Bruchteil q der 
1 —q zirkularen Diamagnetismus gäbe, 


k’ = 1,42 (1 — 8 q) 
Um unsere Theorie mit- der Erfahrung zu vergleichen, 
smd einige reduzierte Suszeptibilitäten in Tab. 2 berechnet 


Tabelle 2. 


10: 


+5,1 
4,0 
5,5 
6,5 


| ® | 
Bi 

Für R ist einfach der Wert von r [vgl. (11)] ein- 

Die berechnete Größe wird hierdurch wahrscheinlich 


. 
= 
a 
4a 
> 
Be; 
kA 
Na 1,69 +0,41 2 
| 1 K 2,11 0,35 a 
Al 1,28 1,07 
2. Co + + - 
Ni | + + > 
Rh +11 +8,0 Hier 
3 Ir 1,5 
Cu | | —0,43 
Au 1,5 1,80 
4. Zn 1,54 
. 
5 
worden 
gesetzt, 
: 


G 
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etwas zu groß ausfallen. k/e ist einer Zusammenstellung von 
Honda!) entnommen. 


Die Bedingungen unserer Theorie (26) werden im linken 
Teile des periodischen Systems erfüllt, im rechten nicht. 
Sie gelten für die paramagnetischen Metalle Na, K, Mg 
und Al und für die diamagnetischen Cu, Ag, Au, Zn, Cd, Sn 
und Pb, dagegen nicht für Sb und Bi oder die ferromagne- 
tischen und die ihnen nahestehenden Platinmetalle. Das ab- 
weichende Verhalten von Bi und Sb erklärt sich vielleicht 
dureh die Annahme, daß diese Metalle mehratomig sind, eine 
Annahme, die auch für die Erklärung anderer Erscheinungen 
nützlich zu sein scheint. Der Radius der Elektronenbahnen 
würde dann viel größer als r sein können, woraus ein zu großer 
Wert von k folgen würde. Die ferromagnetischen Metalle 
bei solehen Temperaturen, wo sie nicht ferromagnetisch sind, 
und die ihnen nahestehenden Metalle zeigen einen abweichend 
großen Paramagnetismus, der dazu oft von der Temperatur 
stark abhängig ist. Vielleicht ist dieser wie der Ferromagne- 
tismus einer Einwirkung des Feldes auf innere Elektronen- 
babnen im Atom zuzuschreiben. Es ist aber auch zu be- 
merken, daß eben diese Metalle besonders große Werte für 
l/r (Tab. 1) zeigen. Die Elektronen haben in der Tat Energie 
genug, um eine ganze Umdrehung um das Atom auszuführen. 
Ob dies irgendeine Einwirkung auf das paramagnetische Ver- 
halten dieser Metalle haben kann, ist jedoch schwer zu be- 
stimmen. 


6. Unsere Auffassung von dem Magnetismus führt nun 
auch zu einer Erklärung des Halleffektes, bei der das Auf- 
treten von positiven sowohl als negativen Koeffizienten, das 
der klassischen Theorie schwer verständlich war, einfach her- 
vortritt. Wir betrachten wiederum die statistische Verteilung 
der Elektronen an der Kugeloberfläche vom Radius R. Das 
magnetische Feld ist nach positivem z gerichtet. Als Rich- 
tung des negativen (Elektronen-) Stromes nehmen wir die 
negative z-Achse. Der Strom besteht in einem Überschuß 
an solchen Elektronenbahnen, die die Elektronen nach nega- 
tivem z befördern. Wir lassen die Hälfte dieser überschüssigen 
Elektronenbahnen .in der zy-Ebene, die andere Hälfte in der 
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zz-Ebene liegen. Die Untersuchung wird uns dann zeigen, 
daß in der zy-Ebene im Zusammenhang mit dem radialen — 
Diamagnetismus eine positive Hallwirkung auftritt, in de 
xz-Ebene im Zusammenhang mit dem Paramagnetismus eine 
meistens negative. 

Wir betrachten zuerst die zy-Ebene. Als Ursache ds 
im ersten Augenblicke nach dem Schließen des primären 
Stromes auftretenden transversalen Hallstromes von der 
Dichte i, sehen wir die elektrische Polarisation, die als Folge _ 
der Zusammenwirkung des magnetischen Feldes H und der 
primären Stromdichte i, entsteht. Die Polarisation ist aus 
Symmetriegründen mit der y-Achse parallel und wird mit m: 
bezeichnet. Da die Änderung der Winkelgeschwindigkeit 
keine Polarisation hervorbringt, kann eine solche nur in Ver- — 
bindung mit dem radialen Diamagnetismus auftreten. Ein 
Elektron, das sich auf seiner gekrümmten Bahn in der Rich- _ 
tung der negativen z-Achse bewegt, wird von einer nach 
negativem % gerichteten Kraft beeinflußt und wird durch 
die Änderung des Radius seiner Bahn in entgegengesetzter 
Richtung, somit nach positivem y, verschoben. Der dadurch 
entstehende Halleffekt ist in der üblichen Bezeichnungsweise — 
positiv. Seine Größe, als Verhältnis des transversalen Potential. —_ 
gefälles zur longitudinalen Stromdichte definiert, ist durch 


(28) 
gegeben. Nun ist 
(29) 


wo nach (1) die maximale Stromdichte 


wird. Die maximale Polarisation ist 2) 
(81) P,=neR. 
Da weiter trotz des Stromes die Zahl der Elektronen, die a 


in der zy-Ebene bewegen, nicht wesentlich von n/8 ver- 


2 
> % 
a 
’ 
= 
4 
(82) 
a wo 5 die mittlere Verschiebung nach positivem y bezeichnet. = 
«it 
3 


und also 


£ wenn ar/dt die mittlere Geschwindigkeit in der z-Richtung 


(38) 


ist. Die Gleichungen (28) bis (88) 
(34) 


Es gilt also, 7 und da/dt zu berechnen. Der Radius R der 
Elektronfnbahnen erfährt, wenn der Diamagnetismus radialer 
Natur ist und dK/dR vernachlässigt wird [vgl. (16)], duch 
das magnetische Feld die Vergrößerung 

sRH 
(35) d= Fe 
Für ein Elektron, dessen Bahnmitte sich im Winkelabstande ß 
von der @-Achse befindet, und das selbst um den Winkel- 
abstand y von der Bahnmitte entfernt ist, gilt 


(36) =(R+ dsin(y + A), 

= —(R+)wsin( (y+ A). 
Wegen der viliettailiann Symmetrie in bezug auf die z-Achse, 
bis auf die Zeichen von 6 und w, verschwinden bei der Mittel- 
bildung im Ausdrucke für y der erste, im Ausdrucke für dz/dt 
der zweite Therm und wir finden 


= — Rw sin(w + 8), 


wo die Mittelbildung über alle vorkommende y und ß aus- 
gestreckt wird. (85), (88) und (89) in (84) eingesetzt, geben 


2 
und in Verbindung mit den Gleichungen (8) und (24) "A 4 
(41) R,=+ 


Das Resultat ist von der Verteilung der Elektronenbahnen 
beim Stromdurchgange unabhängig. 
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4 Die halbe Stromdichte «, ist der zy-Eb zuschreiben 
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Wegen seinem nahen Zusammenhange mit dem radialen 
Diamagnetismus wollen wir diesen Teil des Halleffektes dia- 
magnetisch nennen. Da der Diamagnetismus immer teils 
radial, teils zirkular ist, gi 


(42) R,= —:g 
wo q durch (27) er ist. 


7. Wir betrachten dann die xz-Ebene. Die likeli: 
(28) bis (88) können dabei von der obigen Behandlung der — 
xy-Ebene unverändert übernommen werden. Auch für den 
in der xz-Ebene auftretenden Teil des Halleffektes gilt daher N 


(44) Rwsin(y +f). 


Das Elektron wird von einer Kraft senkrecht zur z2-Ebene = 
von der Größe eRwH sin (y +) beeinflußt und bekommt — 
eine Verschiebung, die bestimmt ist durch 


(45) = ¢ Rw Hsin (y+ A); 


Die Mittelwerte dz/dt und ¥ werden hier von der statistischen 
Verteilung der Elektronen auf y und ß abhängig und können © 
nicht ohne weitere Annahmen über diese Verteilung berechnet 
werden. Wie nehmen daher der Einfachheit halber an, daß 
alle stromführenden Elektronen den Weg 2R in 
tiven g-Richtung gehen, so daß 


(46) Be 


wird. Die Integration von (45) führen wir unter der Voraus- 
setzung, daß die Bahnen der stromführenden Elektronen 
symmetrisch in bezug auf die zum Strome senkrechte 2-Achse — 
sind (d. h. B = 90%), von —y zu +y, aus und finden als 
Mittel 
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Die Annahmen, unter denen die Mittel von dz/dt und y ge- 
bildet sind, stimmen nur für y = 90° gut überein. Bei y > 90° 
hätten wir eigentlich in 7 die wahrscheinlich vorkommenden 
 Zurückschwingungen Elektronen berücksichtigen sollen, 
reg jedoch nur sehr ungenau gemacht werden kann, und 
was wir daher der Einfachheit halber unterlassen, 
ae (46) und (47) in (48) eingesetzt, geben 


wain y + Iny — ur) 


t (8) und (24 


y ist, wenn wir die Zurückschwingungen ie acht Ri 
können, mit der 2. besprochenen Größe 
die Gleichung ? 


(51) 


verknüpft. F (y) ist für y = 90° gleich — 1,10, hat für y =104® 
- ein Minimum gleich —1,31, steigt dann erst langsam, dann 
schneller und geht bei y = 157° von negativ zu positiv über. 
R, wollen wir paramagnetischen Halleffekt nennen, 

8. Wir fassen die unter 6. und 7. erhaltenen Resultate 
betreffend des Halleffektes in einer Formel zusammen und 
bekommen BR 


(52) R= Fy) - 
Setzen wir a8) 


und gemäß a 


so können wir (52) unter der Form schreiben ~~ 
(58) = #2. 106 = 1,04 + 


wo wir R’ reduzierten Halleffekt nennen. 


a 
2 

a 
oder in Verbin 
wo 
3 
50 = — — sinw + Inw— |. 
2 
3 
4 
‘ 
Bi, 
4 
¥ 
2 x 
. 
a 


| 


_ ist der Effekt von der Temperatur besonders stark 
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Die Gleichung (58) zwischen reduziertem Halleffekt und 
reduzierter magnetischer Suszeptibilität kann nun zu einem 
Vergleiche unserer Theorie mit der Erfahrung benutzt werden. 
In Tab. 8 sind die reduzierten Hallkoeffizienten R’ nach Mes- 
sungen der Halleffekte R von v. Ettinghausen und Nernst!), 
Zahn?), Smith®), Alterthum®), Kamerlingh Onnes u. 
Beekmann?) berechnet. Für die ferromagnetischen Metalle 
ist der Halleffekt von der Feldstärke abhängig und läßt sich 
nur unter Berücksichtigung der inneren Induktion statt der 
äußeren Feldstärke reduzieren. Bi und Sb fallen, wie schon 
hervorgehoben wurden ist, aus dem Rahmen unserer Theorie 
heraus. Für die in der Tabelle mit * bezeichneten Metalle 


y 


abhängig. 


Na — 25 

1 Mg — 94 
Al* — 3,9—3,2 — 0,38— 0,31 
Fe + 1 + 

2. Co + + 
Ni 
Ir +3,6—4,0 +0,42—0,47 

8 Pd — 6,8 — 0,76 
Pt — 2,0—1,3 — 0,22—0,14 
Cu -5,4—4,9 -0,76-0,98 
Ag — 8,4—8,0 —0,82—0,78 | 
Au — 7,3—7,0 ~ 0,72— 0,69 
Zn* +6,3 
Cd -+5,5—5,9 
Sn —04 

5 Sb +1,250— 2,200 +66— 127 

Bi — 70000 — 3300 


1) v. Ettinghausen u. W. Nernst, Wied. Ann. 81. p. 760. 1887. 
2) H. Zahn, Ann. d. Phys. 14, p. 886. 1904; 16, p. 148. 1905. 

3) A. W. Smith, Physik. Rev. 80. p. 1. 1910. 

4) H. Alterthum, Ann. d, Phys. 89. p. 933. 1912. 

5) H. Kamerlingh Onnes u. B. Beckmann, Comm. Leiden 


29a, 129c, 130b, 1912. 
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In der Fig.1 sind für die Metalle der Gruppen 1 und 4 
ae unserer Tabelle, bei denen unsere Theorie des Magnetismus 
N ausreichend zu sein scheint, die Grenzen der reduzierten Hall- 
Ba: koeffizienten bei Zimmertemperatur gegen die reduzierte Sus- 
Be: ‚zeptibilität A’ aufgetragen. Der vertikalen Linie kh’ = + 1,42 
entspricht [vgl. -(26’)] ein zirkular diamagnetisches (para- 
Be} magnetisches) Metall, der Linie kh’ = — 2,88 ein radial dia- 
ia magnetisches. Den geneigten Linien entsprechen verschiedene 


Hid 


| 


Reduzierter Halleffekt 


Mge 


—4 


o 
o 


+ 


Reduzierte magnetische Suszeptibilität 
Fig. 1. 


as RE Es po wohl als eine gute Stütze unserer heorie at 
gefaBt werden, daB die guten Leiter Au, Ag, Cu und Na, 
kei denen ar klein gefunden war (Tab. 1) und demgemäß 
® y nur wenig größer als 90° sein dürfte, wirklich in der Nähe 
der Linie y=104° des maximal negativen Halleffektes zu 
liegen kommen. Die übrigen Metalle mit größerem Werte 
Ä _ von y und I/zr liegen, wie es sein soll, alle oberhalb dieser 
Linie. Eben bei den höchstliegenden, wo eine kleine Variation 
in y am meisten zu bedeuten hat, scheinen die Messungen 
an verschiedenen Proben und bei verschiedenen Temperaturen 
am meisten auseinander zu gehen. 


(Eingegangen 12. September 1918.) 
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an Gold bei tiefen Temperaturen; 
von Jan Weyssenhoff. 


: 
Ae — 


Die Frage nach der Reflexion der Gasmoleküle an festen 
Oberflächen steht bekanntlich im Mittelpunkte der neueren 
experimentellen Forschung über die kinetische Gastheorie. 
Was die Richtungsverteilung der reflektierten Moleküle an- 
betrifft, so gilt hier, wie Knudsen mittels einiger unab- 
hängiger Methoden nachgewiesen hat, das sogenannte Cosinus- 
gesetz, nach welchem die Anzahl der im Mittel pro Einheit 
des räumlichen Winkels reflektierten Moleküle propor’ ional 
dem Cosinus des Reflexionswinkels und unabhängig von der 
Richtung der einfallenden Moleküle ist. Mit einer direkten 
Methode wurde dieses Gesetz von Knudsen?) und Wood?) 
bestätigt gefunden. Allerdings fand Wood Abweichungen 
davon für Reflexionswinkel von über 80°, die er aber auf Un- — 
ebenheiten der benutzten Glasoberfläche zurückzuführen sucht. — 

Die weitere Frage nach der Veränderung der Energie — 
der Moleküle durch die Zusammenstöße mit der Wand be- | 
findet sich noch heute weit von ihrer endgültigen Lösung. — 
Man hat nach Maxwell probiert, den Tatsachen durch die 


f- folgende Annahme gerecht zu werden: Ein Bruchteil 1—/ 
a, der Moleküle wird von der Wand „regelmäßig‘‘ reflektiert 
1: und verläßt die Wand mit unveränderter, mittlerer Energie, 
he der Rest f wird „diffus“, d. h. nach dem Cosinusgesetze 


zu zurückgestoßen und erlangt im Mittel die Temperatur (mitt- 
te lere Energie) der Wandmolekiile. Nach den oben erwähnten 
er Versuchen von Knudsen und Wood wäre f überall gleich Eins 
on zu setzen, eine Annahme, welche sich jedoch bei der Behand- 
en lung der Wärmeleitfähigkeit verdünnter Gase nicht bewährt — 
en hai.*) Deshalb gebraucht Knudsen eine veränderte Hypo 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 48. p. 1113. 1915. 

4 2) R. W. Wood, Phil. Mag. 80. p. 300. i916. 2 
a 3) Vgl. z.B. M. Knudsen, Ann. d. Phys, 84. p. 593. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 
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these: alle Moleküle werden, was die Richtung anbetrifft, 
nach dem Kosinusgesetze reflektiert; sie erreichen aber dabei 
nicht die Temperatur der Wand (T,), sondern eine mittiere 
Temperatur T zwischen derjenigen der Wand und der Tem- 
peratur T,, welche sie vor dem Auftreffen besaßen. Diese 
mittlere Temperetur (mittlere kinetische Energie) wird durch 
die folgende Formel gegeben: 


T—T,=a(T,—T,. 


Die Konstante a neont Knudsen Akkommodationskoeffizient. 
Ein erster Versuch, das Problem theoretisch zu behandeln, 
wurde von Baule!) angestellt. 

Die ganze Fragestellung wird noch komplizierter, wenn 
man auch die eventuelle Kondensation der Moleküle an der 
Wand zu berücksichtigen versucht. Die Erforschung dieses 
Problems, das teilweise in das Gebiet der Chemie übergreift, 
wurde in den allerletzten Jahren durch einige experimentelle 
Arbeiten eingeleitet: 

Ein Molekül, das eine feste Oberfläche trifft, wird von 
dieser entweder reflektiert oder es bleibt an ihr haften. Ein 
bereits haftengebliebenes Molekül kann sich von der Ober- 
fläche wieder loslösen, und zwar entweder durch eigentliche 
Verdampfung, oder unter dem Einflusse heranfliegender Mole- 
küle. Dieses letzte Phänomen wurde von Knudsen be- 
obachtet: ein dünner, gleichmäßiger Zinkbelag wird durch 
den Anprall anderer Zinkmoleküle von unzähligen kleinen 
Löchern besät. 

Die Wahrscheinlichkeit « dafür, daß ein Gas- oder Dampf- 
molekül von einer festen Oberfläche bei einem Zusammen- 
stoße reflektiert (nicht aufgefangen) wird, kann durch ver- 
schiedene direkte und indirekte Methoden geschätzt werden. 
8o ergibt sich z. B. eine obere Grenze für & aus der Betrach- 
tung der Verdampfungsgeschwindigkeit, aus dem Verlaufe 
mancher heterogener chemischer Reaktionen usw. Die ver- 
schiedensten sich hier darbietenden Möglichkeiten werden von 
Langmuir?) diskutiert. Dieser vertritt die Ansicht, daß eine 
wirkliche Reflexion der Moleküle überhaupt nicht stattfindet, 


1) B. Baule, Ann, d. Phys. 44. p. 145. 1914, en. 
2) J. Langmuir, Phys, Rev. 8. p. 149—176, 1916, et 
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und wo sie scheinbar beobachtet wurde, ist sie auf Verdampfung 
der bereits haftengebliebenen Moleküle zurückzuführen. Leider 
waren Langmuir bei seiner Arbeit die letzten Untersuchungen 
‘von Knudsen!) und Wood?) unbekannt, mit deren Ergeb- 
nissen seine Verdampfungstheorie nicht in Einklang zu bringen 
ist. Auch das theoretische Bild, das er sieh von dem betrach- 
teten Vorgang macht, und das eine Erweiterung des von 
Baule*) gebrauchten ist, kann nach diesen neueren Unter- 
suchungen kaum der Wirklichkeit entsprechen, Jedenfalls 
läßt es das Vorhandensein der von Knudsen entdeckten 
„Kritischen. Temperatur“ (vgl. unten) nicht vermuten. Die 
von Langmuir behandelten experimentellen Ergebnisse können 
auch deshalb keine Andeutung des Phänomens der kritischen 
Temperatur liefern, weil sie entweder weit oberhalb dieser 
Temperatur ausgeführt waren, wie z. B. seine Versuche mit 
Wolframdrahten, oder aber es handelte sich dabei um die 
Reflexion von Metallmolekülen an Oberflächen desselben 
Metalles, ein Fall, wo auch nach Knudsen die Wahrschein- 
lichkeit einer Reflexion bei allen Temperaturen gleich Null 
bleiben sollte. 

Experimente, die auf eine direkte Messung des Reflexions- 
vermögens @ abzielen, wurden von Knudsen‘) und zum Teil 
von Wood?) ausgeführt. Gelegentlich einer anderen Unter- 
suchung hat der Verfasser einige der Knudsenschen Experi- 
mente wiederholt, sowie ähnliche angestellt. Von diesen soll 
hier im Zusammenhange mit der Arbeit von Knudsen kurz 
‚berichtet werden, 

Am eingehendsten hat Knudsen die Reflexion von Queck- 
silbermolekülen an Glas untersucht. Er überzeugte sich zuerst, 
daß eine in flüssiger Luft gekühlte Glaswand praktisch alle 
darauf fallenden Hg-Moleküle gleich beim ersten Zusammen- 
stoBe auffängt. Die Wahrscheinlichkeit & ist hier jedenfalls 
kleiner als 1,8 Prom. (vgl. die Apparate Figg. 1 u. 8 bei 
Knudsen). Dieser Umstand erleichtert ungemein das weitere 
Experimentieren, indem es uns ein Mittel in die Hand gibt, 


1) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 50. p. 472—488. 1916. 
2) R. W. Wood, Phil. Mag. 82. p. 364—371. 1916. 
3) B. Baule, 1. co. 

4) M. Knudsen, Ann, d. Phys. 50. p. 472. 1916. 
5) R. W. Wood, Phil. Mag. 82. p. 364. 1916. 
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die ungewünschten Moleküle aufzuhalten. So kann man durch 
entsprechendes Einsetzen von Blenden, deren Temperatur 
genügend tief ist, einen Strom von Molekülen von annähernd 
gleichen Richtungen, ein sogenanntes „eindimensionales Gas“ 
erzeugen. Die Benennung stammt von Boltzmann, die erste 
experimentelle Ausführung von Dunoyer?), der ein eindimen- 
0 gionales Gas aus Natriumdampf erzeugte, während Wood?) mit 
Br: einem solchen aus Quecksilber experimentierte. 
a Nun ließ Knudsen ein eindimensionales Quecksilbergas ~ 
Be: gegen einen Glaszylinder, dessen Temperatur mittels geeigneter 
ex. Kohlenwasserstoffbäder regulierbar war, anlaufen (Apparat 
aa Fig. 4 bei Knudsen). Die reflektierten Hg-Moleküle wurden 
a von den äußeren Wänden des Apparates, der in flüssige Luft 
eingetaucht war, aufgefangen und konnten gewogen werden. 
Ebenso konnte das auf dem inneren Glaszylinder haftenge- 
bliebene Quecksilber aufgesammelt und gewogen werden; durch 
Vergleich ergab sich eine Schätzung von @, der Wahrschein- 
lichkeit, daß éin Quecksilbermolekül beim ersten Zusammen- 


N . = _ stoße mit der Glasoberfläche reflektiert wird. Von der Tem- 
» —_— peratur der flüssigen Luft bis hinauf zu —140° C wurden 
3 alle Quecksilbermoleküle von dem inneren Glaszylinder (auf 


den sich die Temperaturangaben beziehen) aufgehalten; aber 
schon bei der Temperatur von —180° C wurde die Mehrzahl 
der Moleküle reflektiert. Knudsen vermutet, daß auch alle 
anderen Substanzen dieselbe Erscheinung der „kritischen Tem- 
peratur‘ zeigen. Inwieweit es sich dabei um eine ganz be- 
stimmte Temperatur handelt, bei welcher das Reflexions- 
vermögen sprungweise, oder jedenfalls sehr scharf, von Null 
auf nahezu gleich Eins ansteigt, das können nur weitere Unter- 
suchungen zeigen. -Knudsen hat folgende Grenzen für die 
kritischen Temperaturen der untersuchten Stoffe gefunden: 
Salmiak unter — 188°, 
Quecksilber zwischen —140° und — 180°, 
Zink 
Cadmium } zwischen —188° und —78°, ss 
; Magnesium 
4 Kupfer zwischen 850° und 575°, 


I) L. Dunoyer, Le Radium 8. p. 142. 1911. 
we: Eh 2) R. W. Wood, Phil. Mag. 30. p. 300. 1915. 
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Alle diese Angaben beziehen sich auf Zusammenstöße mit einer __ 
Glasoberfliche. (Ob hier eventuell Oberflächenschichten von 
adsorbierten Gasen eine Rolle spielen, sei dahingestelli. Es 
dürfte sich auch @ als Funktion der Geschwindigkeit der — 
stoßenden Moleküle erweisen. Diese Abhängigkeit wurde bis- _ 
her noch nicht untersucht. Bei Knudsen hatten die Queck- — 
silberdämpfe etwa Zimmertemperatur.) we 
Außerdem hat Knudsen auch gefunden, daß eine Queck- 
silberoberfläche alle darauf fallenden Quecksilbermoleküle bei 
jeder Temperatur festhält. Für flüssiges Quecksilber wurde 
das aus der Verdampfungsgeschwindigkeit gefolgert und für — 
festes direkt in dem oben erwähnten Apparate geprüft. Der 
innere Zylinder wurde zuerst bei der Temperatur der flüssigen _ 
Luft mit einem Quecksilberbelag versehen, und dann wurde — 
die Reflexionsfähigkeit dieses Belages bei —68° gemessen. 
Weniger als 10 Proz. der auffallenden Moleküle wurden reflek- 
tiert, und Knudsen schließt daraus, da er bereits vorher —_ 
bei flüssigem Quecksilber eine bedeutende Heruntersetzung 
des Reflexionsvermégens durch die kleinsten Spuren von 
Oberflächenverunreinigungen beobachtet hatte, daß eine ganz — 
reine Quecksilberoberfläche bei jeder Temperatur alle darauf: — 
fallenden Quecksilbermoleküle gleich beim ersten Zusammen- 
stoße festhalten würde. RE 
Für andere reflektierende Oberflächen liegen noch keine __ 
Versuche vor. Man findet nur bei Knudsen die flgnde — 
Bemerkung: „Sogar von einem Stoffe wie Messing, das sich 
leicht mit Quecksilber amalgamiert, stellte es sich bei dn 
Untersuchungen über das Kosinusgesetz heraus, daB es alle = 
einfallenden Moleküle zurückwarf, wenn die Temperatur nicht 
zu niedrig war.‘ ea 
Wir sehen also, daß sich Glas und Quecksilber in bezug — 
auf die Reflexion der Quecksilbermoleküle total anders ver- = 
halten. Während Glas die Erscheinung der „kritischen Tem- 
peratur‘ zeigt, bei welcher das Reflexionsvermögen @ äußerst 
rasch von Null auf nahezu gleich Eins steigt, bleibt # bei einer 
Quecksilberoberfläche immer gleich Null. Man kann dieses 
auch so ausdrücken, daß man sagt, in diesem letzten Falle et 
wird die kritische Temperatur unendlich groß, oder sie liegt 
jedenfalls in so hohen Temperaturgebieten, wo die große Ver- 
dampfungsgeschwindigkeit des Quecksilbers ihr eventuelles 
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Vorhandensein vollkommen verdeckt. Höchstwahrscheinlich 
stellt dieses letzte Verhalten eine allgemeine Regel für die 
Kondensation von Molekülen an Oberflächen derselben Sub- 
stanz dar. Es erhebt sich hier nun die Frage nach der Re- 
flexion an anderen Oberflächen. Die obenerwähnte Bemerkung 
von Knudsen über die Reflexionsfähigkeit des Messings, 
sowie die ganze Darstellungsweise seiner Arbeit erwecken den 
Anschein, als ob nicht nur alle Körper (die Muttersubstanz 
ausgenommen) die Erscheinung der kritischen Temperatur 
zeigen, sondern auch sogar, daß diese Temperatur von der 
Art der reflektierenden Substanz unabhängig ist. Der grund- 
sätzliche Unterschied in dem Verhalten der Muttersubstanz 
und demjenigen aller anderer Substanzen läßt die oben er- 
wähnte Hypothese äußerst unwahrscheinlich erscheinen; auch 
könnte man hier einwenden, daß die Schätzung des Reflexions- 
vermögens des Messings auf indirektem Wege erhalten wurde 
und, was noch wichtiger erscheint, daß sie äußerst leicht 
durch Oberflächenschichten gefälscht sein kann. 

Es war deshalb eine naheliegende Idee, nach einer ge- 
legentlichen Wiederholung einiger Experimente von Knudsen, 
das Reflexionsvermögen des äußerst leicht amalgamierbaren 
Goldes auf direktem Wege zu untersuchen. Der gebrauchte 
Apparat unterschied sich nur unwesentlich von dem Knudsen- 
schen Fig. 4. In das Verbindungsstück der beiden Apparat- 
hälften war ein Metallröhrehen (15 mm lang, 2 mm innerer 
Durchmesser) eingesetzt, das nur einen nahezu „eindimen- 
sionalen“ Strom von Quecksilbermolekülen aus der Heiz- 
kammer hindurchpassieren ließ, da es auf genügend tiefe Tem- 
peraturen abgekühlt war. Die Temperatur des Innenzylinders, 
gegen welchen die Quecksilbermoleküle anstießen, war durch 
ein Pentanbad regulierbar. Durch entsprechende Manipulation 
(Herausziehen und Eintauchen in flüssigen Sauerstoff) des in 
das Pentanbad eingetauchten Pentanthermometers konnte 
man die Temperatur dieses Bades auf 2—8° konstant halten; 
eine größere Feinheit der Einstellung war nicht erforderlich. 
Der ganze Apparat war in flüssigen Sauerstoff, der in einem 
nicht versilberten Dewargefäße enthalten war, eingetaucht. 
Eine Molekularluftpumpe erzeugte das nötige Vakuum. 

Bei der Wiederholung der Knudsenschen Experimente 
war das Pentanbad durch flüssigen Sauerstoff ersetzt; ein 
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scharf begrenzter, runder Quecksilberfleck, von einem dem 
Durchmesser des Blenderöhrchens merklich gleichen Durch- 
messer, bildete sich auf dem Innenzylinder; wenn das Ab- 
blenderöhrchen noch nicht eingesetzt war, war der Queck- 
silberstrom viel breiter und man konnte deutlich auf dem 
Außenzylinder die schöne „Schattenbildung‘‘ beobachten. 
Nun wurden auf den Innenzylinder Röhrchen aus dünnem 
(0,1 mm), stark vergoldetem!) Kupfer aufgesetzt; zum Ver- 
gleiche dienten ebensolehe Röhrchen aus blenkem Eisen, einem 
nicht amalgamierbaren Metalle. Die Bildung des Quecksilber- 
belages auf der „Vorderseite“ des Außenzylinders, neben der 
Mündung des Blendenréhrchens, wurde beobachtet, während 
auf dem Innenzylinder ein Gold- oder ein Eisenröhrehen 
aufgesetzt war und alles sonst möglichst identisch ausgeführt 
wurde. Man hatte erwartet, daß ein eventueller Unterschied 
der Reflexionsvermögen des Coldes und des Glases sich be- 
reits an den verschiedenen Geschwindigkeiten der Belag- 
bildung erkennbar machen würde. Bei den Temperaturen von 
— 100° C und — 120° C wurden Andeutungen des gesuchten 
Unterschiedes bemerkt. Da aber die Geschwindigkeit der 
Spiegelbildung ein zu unsicheres Maß der Reflexionsfähigkeit 
lieferte, so wurde die Beobachtungsmethode abgeände.t und 
es wurden immer je zwei Experimente nacheinander, mit 
einem Goldröhrehen und mit einem Eisenröhrchen bei der- 
selben Temperatur ausgeführt ; die Quecksilberdestillation beim 
zweiten Versuche wurde gerade so’ lange fortgesetzt, bis sich 
auf der Vorderseite des Außenzylinders ein Quecksilberbelag 
von derselben Farbe wie in dem vorhergehenden Versuche aus- 
gebildet hatte. Die Röhrchen wurden gleich nach Beendigung 
der jeweiligen Versuche aus dem Apparate herausgenommen, 
in Wiegegläschen gebracht, in einem Trockenapparate von 
dem sich niedergesetzten Tau befreit und dann gewogen. Das 
Verhältnis der Quecksilbermengen auf den Röhrchen ergab 
ein ungefähres Maß für das Verhältnis der Reflexionsvermögen, 
vorausgesetzt natürlich, daß die Anzahl der reflektierten Mole- 
küle in beiden Fällen die gleiche war. Zwar wurde diese Gleich- 
heit nur subjektiv durch Farbenvergleich geprüft ; aber erstens 
bildet die Farbe, wie Knudsen bemerkt®), ein sehr empfind- 


1) Technisch reines Gold. 
2) M. Knudsen, |. o. p. 477. 
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liches Kriterium für die Dicke der Quecksilberschicht, und 
zweitens wäre eine größere Genauigkeit, aus den weiter unten 
angegebenen Gründen, sowieso nicht erreichbar gewesen. 
Bald stellte es sich heraus, daß der gesuchte Unterschied 
tatsächlich vorhanden ist, daß er aber, wie zu erwarten, stark 
von der Oberflächenbeschaffenheit der Goldréhrchen abhängig 
war. So zeigte z. B. ein vorher leicht ausgeglühtes Gold- 
röhrchen eine Reflexionsfähigkeit gleich der des Eisens, wäh- 
rend ein anderes (frisch vergoldet und in Toluoldampf ge- 
waschen) bei derselben Temperatur (—100° C) fast gar nichts 
reflektierte. Im folgenden wurden alle Röhrchen, Gold wie 
Eisen, unmittelbar vor dem Einsetzen in den Versuchsapparat 
in Toluoldämpfen abgewaschen. Diese Reinigungsmethode hat 
sich bekanntlich bei der Untersuchung eines anderen Ober- 
flächeneffektes, der optischen Konstanten der Metalle, ver- 
hältnismäßig noch am besten bewährt. Selbstverständlich 
wäre ein unmittelbares Ausglühen in Vakuum viel angezeigter 
gewesen, was sich nach Überwindung einiger Schwierigkeiten 
rein experimenteller Natur wohl ausführen ließe. Doch hätte 
man dadurch, in Anbetracht einer anderen wesentlichen Fehler- 
quelle aller beschriebenen Experimente nur wenig gewonnen. 
Die erwähnte Fehlerquelle besteht im folgenden: Nur die 
ersten heranfliegenden Quecksilbermoleküle treffen die urspriing- 
liche Fläche, die folgenden aber, wenn das Reflexionsvermégen 
micht gerade gleich Null ist, treffen zum Teil eine bereits mit 
Quecksilber bedeckte Fläche, welche keine Quecksilbermoleküle 
reflektiert. Knudsen hat zur Beseitigung dieser Schwierig- 
keit im Apparate Fig. 4 (nach welchem auch der unserige 
konstruiert war) die reflektierende Oberfläche als einen in 
einem Schliffe drehbaren Zylinder ausgestaltet. Doch scheint 
diese Anordnung zur Erneuerung der reflektierenden Ober- 
fläche für einigermaßen genaue Untersuchungen kaum ge- 
nügend zu sein; nur eine prinzipiell verschiedene Versuchs- 
methode könnte diesen wichtigen Übelstand radikal beseitigen. 
In allen unseren Experimenten wurde der reflektierende 
Innenzylinder fortwährend langsam weitergedreht, und manche 
Versuche mit Gold wurden so lange fortgesetzt, bis das Gold- 
röhrchen ringsherum mit einem Quecksilberstreifen bedeckt 
war. Ohne Drehen bildet sich (nachdem die Heizhälfte des 
Apparates bereits genügend erwärmt ist) ein Quecksilberfleck 
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in weniger wie einer halben Minute; vorher sieht man schon 
ein stahlblaues Anlaufen des Goldes. Da ein stahlblauer Fleck 
bereits unzählige Quecksilbermoleküle enthalten muß, so kann 
trotz des Drehens von einem Einschlagen des Hauptteiles der 
Quecksilbermoleküle in eine frische Oberfläche selbstverständ- 
lich keine Rede sein. Es will beinahe scheinen, als ob Knudsen 
dieser Fehlerquelle eine noch zu kleine Bedeutung zugeschrieben 
hätte, und manche seiner Ergebnisse hätten vielleicht einer 
nochmaligen Prüfung bedürft. 
Ein Goldröhrehen bei —120° C wurde ganz ringsherum 
mit einem Hg-Ringe bedeckt, ohne daß dabei auf dem Außen- 
zylinder irgend etwas zu sehen war. Ein zweiter ähnlicher 
Versuch zeigte außen die Andeutung einer Bräunung. Durch 
einen analogen Schluß, wie ihn Knudsen bei seinem Ver- 
suche mit einer festen Quecksilberoberfläche macht, könnte 
man daraus schließen, daß das Reflexionsvermögen einer voll- 
kommen reinen Goldoberfliche bei —120° C genau gleich 
Null wäre; ein solcher Schluß würde aber in Anbetracht aller 
wesentlichen Fehlerquellen der Versuchsmethode mindestens 
sehr gewagt sein. 
Das einzige, was man aus allen diesen Experimenten 
wohl mit einiger Sicherheit schließen darf, ist ein bedeutender 
Unterschied in dem Verhalten des Goldes und des Eisens. 
Einige Paare zusammenhängender Experimente bei — 100° C 
mögen dieses beweisen. Der Sicherheit halber wurde der 
Außenbelag bei den Versuchen mit Eisen immer etwas dunkler 
erzeugt, wie bei dem entsprechenden Versuche mit Gold; x 
trotzdem schlug sich auf dem Golde bedeutend mehr Queck- __ 
silber als auf dem Eisen nieder (0,9 mg gegen 0,1 mg; n 
einem anderen Versuchspaare: 2,6 mg gegen 0,6 mg). Man 
kann daraus schließen, daß das Reflexionsvermögen des Goldes _ 
bei —100° C mindestens 5—10mal] kleiner ist als dasjenige — 
des Eisens (und Glases). Allerdings könnte man auch gegen 
diesen letzten Schluß einige Bedenken erheben. Das Queck- 
silber kriecht auf der Oberfläche des Goldes, sogar bei —100°0C, 
auseinander, wodurch die Hg-Flecke auf dem Golde von selber 
allmählich größer und größer werden. Hierdurch könnte dr 
störende Einfluß der oben besprochenen Fehlerquelle beim 
Golde mehr ins Gewicht fallen als beim Eisen. Es scheint 
jedoch, daß dieser Umstand höchstens einen Teil des be — 
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obachteten Unterschiedes der Reflexionsvermégen des Goldes 
und des Eisens ausmacht und daß der Rest immerhin als 
reell anzusehen ist. 

Der Verfasser hegt die Hoffnung, die hier angedeuteten 
Probleme in Bälde mit einer anderen Versuchsmethode wieder 
in Angriff nehmen zu können. 


Ich möchte mir erlauben, Hrn. Prof. Dr. Edgar Meyer 
für die Anregung zu dieser Arbeit bestens zu danken. Auch 
ist es mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Gustav Weinmann 
in Zürich, der den Bedarf an flüssigem Sauerstoff in entgegen- 
_ kommendster Weise dem Institute zur Verfügung stellte, 
den ergebensten Dank auszusprechen. 


a (Eingegangen 21. Oktober 1918.) 


% 


= 
: 
ss 
= der Uni 
titut 
ich Phys Sites 


1. Die Frage nach der Temperaturabhingigkeit is 
Kapillarkonstante wurde theoretisch auf Grund der ver- 
schiedensten Hypothesen so vielfach behandelt, daß eine 
Untersuchung von Interesse ist, innerhalb welcher Grenzen 
sich diese Frage rein _ihermodynamisch beantworten läßt. 
Wir betrachten dazu ein aus Flüssigkeit und Dampf be- 
stehendes System, dessen Volumen mit V bezeichnet sei, 
und verkleinern auf isothermem und reversiblem Wege die 
an den Dampf grenzende Flüssigkeitsoberfläche bei konstant 
gehaltenem Volumen um die Flächeneinheit. Die bei diesem 
Prozesse zu gewinnende maximale Arbeit ist die Oberflächen- 
spannung a. Bezeichnen wir die dabei vom Systeme ab- 
gegebene Energie mit « und die Änderung der Entropie mit 
8, so ist 


a=u+Ts, 


wenn T die absolute Temperatur bedeutet. Natürlich ist 
dafür Sorge zu tragen, daß die an die Gefäßwand grenzenden 
Teile der Oberflächen von Flüssigkeit und Dampf durch den 
Vorgang nicht geändert werden.. Da die Änderungen der 
Energie und Entropie von dem Wege un- 
abhängig sind, auf dem die Verkleinerung 
der Flüssigkeitsoberfläche vorgenommen 
wird, so können wir die Größen u und s 
auch durch folgenden Prozeß bestimmen. 
Wir erhitzen zunächst das System in einem 
durch zwei Stempel verschließbaren Ge- 
fäß (Fig. 1) bis zur kritischen Tempera- 
tur, wobei wir den unteren Stempel fest- RE 
halten und den oberen so weit verschieben, als die Aus- 
dehnung des Systems erfordert. Damit die an das Gefäß 
grenzenden Teile der Oberflächen von Flüssigkeit und Dampf 
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sich durch den Vorgang nicht ändern, denken wir uns die 
Wände gewellt und verbiegbar, so daß wir die Vergrößerung 
des Volumens durch Verbiegen der Wände bei ungeänderten 
Oberflächen vornehmen können. Durch diesen Prozeß ge- 
winnen wir die Arbeit e 


wenn dQ die Wärme ist, die man dem Systeme zur Erwärmung 
von T auf T+dT zuführen muß, Ist die kritische Tempe- 
ratur erreicht, so verschieben wir bei konstantem Volumen 
beide Stempel so weit, daß der Querschnitt des späteren 
Flissigkeitsraumes um die Flächeneinheit verkleinert wird 
und beginnen wieder, durch Wärmeentzug und Arbeit gegen 
den oberen Stempel, das System zu kondensieren. Diese 
Kondensation leiten wir so, daß wir bei jeder Temperatur- 
erniedrigung von T + dT auf T stets dieselbe Wärmemenge dQ 
gewinnen, die wir im ersten Teile des Prozesses dem Systeme 
haben zuführen müssen, so daß alle eingetretenen Änderungen 
der Entropie wieder rückgängig gemacht werden. Dann muß 
aber die aufzuwendende Arbeit A’ von A verschieden sein, 
da wir sonst ohne Energie- und Entropieänderung die Ober- 
fläche verkleinert hätten und somit a = 0 wäre. Es ist also 


dt, 


8 


wobei dV > dV". In Fig. 
ae: des Systems; man erkennt, daß für jede Tem- 
peratur V’ > V. Der Unterschied ist 
oV 
(57). 

wenn wir durch angehängte Indizes die 
Größen andeuten, die bei der Differen- 
tiation nach der freien Flüssigkeitsober- 
as fläche F konstant gehalten werden sollen. 
ar Um das: ursprüngliche Volumen V herzustellen, haben wir jetzt 
noch eine gewisse Menge Dampf zu kondensieren, wozu wir 
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die Arbeit p. AV und die Wärmemenge —4Q aufwenden r 
müssen. Die während des ganzen Prozesses gewonnene Energie 
beträgt A — A’—pAV-+AQ und die der Entropie 


somit ist die Oberflächenspannung « 3 


OV 
d.h. gleich dem Inhalte der in Ke. 2 schraffierten Fläche. Be 


Es ist 
de dp dp 


Errichten wir über der Strecke 12 ein Rechteck bis 
Höhe des kritischen Punktes K, so ergibt sich aus der Figur, 
daß die schraffierte Fläche kleiner ist als der Inhalt dieses 
Rechteckes, daß also 


oder mit Benutzung der Clausius-Clapeyronschen Be- 
ziehung 
_ dlog a 

aT a—p r 


da 
Wert von — IT’ 


des gesättigten Dampfes wurde für den Fall gekrümmter 


sucht. Lord Kelvin war der erste, der Formeln für den 
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wenn r die gesamte Verdampfungswärme und V,V, die spe- E: 

zifischen Volumina‘ von Dampf und Flüssigkeit bedeuten. = 

Die Thermodynamik gibt also eine untere Grenze fir dn 
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Druck eines Flüssigkeitstropfens angab, und die bekannte 
Gleichung bewies, daß 

2« 


r 


(py, Pa Druck der Flüssigkeit bzw. des Dampfes, r Radius 
des Tropfens). Es soll im folgenden gezeigt werden, daß die 
von Kelvin angegebenen Beziehungen sich aus viel all- 
gemeineren Gleichungen ableiten lassen, die sich aus der Be- 
trachtung des thermodynamischen Gleichgewichtes eines aus 
Flüssigkeit und Dampf bestehenden Systemes ergeben. Dieses 
Gleichgewieht ist dann vorhanden, wenn für alle mit den 
gegebenen äußeren Bedingungen verträglichen virtuellen Zu- 
standsänderungen die Entropie S des Systemes ein Maximum 
ist.) Die äußeren Bedingungen sind dabei die von gegebenen 
Werten der Masse, des Volumens und der Energie. Bedeuten 
M, M, die Massen von Flüssigkeit und Dampf, v, v, die spezi- 
fischen Volumina (der Index 1 soll sich stets auf die Flüssig- 
keit beziehen), so muß also für alle virtuellen Änderungen 


gelten: 
a) +9M,=0, 

| v, OM, +M dv, + 0,5 M, +Möy,=0, 
ferner seien F, G,, G, die Flächen, in denen Flüssigkeit und 
Dampf aneinander baw. an die Gefäßwand grenzen, u’, u,’, Us’ 
die Energien dieser Flächen bezogen auf die Flächeneinheit 
und @ «, «, die bezüglichen Oberflächenspannungen. Dann 
gibt die Bedingung der Konstanz der Energie, wenn u, %, 
die spezifischen Energien von Flüssigkeit und Dampf be- 
deuten: 


2) wd F + u,' dG, 
+u,'5G, + + + G,du, =0. 
Die auf den Dampf bezüglichen Glieder u,’ dG, und G, d u,’ 


können vernachlässigt werden. Im Falle des Gleichgewichtes 
muß nun 6S =0 sein. Wir schreiben für S 


S=Ms,+Ms+8, 


worin 5,5; die spezifischen Entropien von Flüssigkeit und 
Dampf bedeuten. 


1) Vgl. M. Planck, Thermodynamik, 4. Aufl. p. 130ff. 
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Es ist 
du+pöe 


- Die Gleichgewichtsbedingung 5S = 0 gibt also: | 


Föw + G,öw — (a — F — (d — 


Sei nun V, das Gesamtvolumen der flüssigen Phase; 
dann können wir die Variationen dF und 3G je in zwei Bestand- 
teile zerlegen, von denen sich der erste auf Veränderungen 
bei konstantem Volumen V, bezieht, der zweite solche Varia- 
tionen bedeutet, die durch die Änderung dV, = 0,5 M, + M,öv, 
hervorgerufen werden. Wir setzen demnach 


(3) 


+ = QQ. 


(4, 3M, + 
\öe- 56457 7, (9M, + Mön). 


Unter Berücksichtigung von ay, (2) und (4) gibt a 
chung (8) folgende Beziehungen: 


(5) T,<T,=?, 
aa, 


Die Gleichung (8) drückt aus, daß im Gleichgewicht die 
freie Oberflächenenergie aF +a’G bei gegebenem Flüssigkeits- 
volumen ein Minimum ist. Die Kelvinsche Formel ist ein 
spezieller Fall der Gleichung (6). Für einen Flüssigkeits- 
tropfen wird nämlich nach (8) d’ F =0, d. h. der Tropfen 
hat im Gleichgewichte Kugelgestalt. Es ist dann 


G, du; & )ö F 
Py 
ag 
a 
7 
ER 
ad’ F +a'd 
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= ‘Dor ‘sine von p, und p, betrachten wir Gleichung | 
und beachten, daß 


und daher 


1 
oF 6G 
(9) J “a7, % +a av,” 


In Fig. 8 sollen die Punkte 1 2 
die Zustände von Flüssigkeit und 
Dampf bedeuten; würden die Ka- 
_ pillarkrafte nicht wirken, so wäre 


= po(v,° — 


und es würden sich die Zustände 1’ 
und 2’ mit dem gemeinsamen Drucke 
Fig. 8. Po und den Volumina »,° und o,° 

ra ausbilden. Wir schreiben nun für 


< 


1 1 
+ Po) + Po (v,° — 
2 2 7 Y 


+ + P,)- 
Diese Gleichung gibt zusammen mit (9) und (6) 


"37, 


= Po + 


«28 
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DEN 
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4, — 4, + | P dv 
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Setzt man statt v, + 0,° und v, + 0,° die Größen 20,° und 
2v,° ein und vernachlässigt im Nenner v,° gegen v,°, so wird | 
oF , OG 

OF , 6G 


Als Beispiel betrachten wir den Fall, daß in die Flissig- — 
keit zwei parallele Platten von gleichem Materiale eingetaucht — 
seien. Es sei 1 die Breite, e der Abstand der beiden Platten 
und h die Höhe, bis zu der die Flüssigkeit zwischen den Platten 
ansteigt. Dann ist das Volumen der zwischen den Patten 
befindlichen Flüssigkeit 


(11) 


Ferner ist 


oF _ 
OV; 


Ist 1 sehr groß gegenüber e, so wird der nT. nach — 
der zweiten Gleichung (11) 


2a’ v,° 
Ps = Po eo —&’ 


wenn €, & die Dichten von Flüssigkeit und Dampf bedeuten. 
Ist das System der Schwere unterworfen, so entspricht der — 
Differenz Pa — Po eine Höhendifferenz h und es ist, wenn 3 


Ebenso leicht bestimmt sich die Steighöhe zwischen. zwei 
Platten von verschiedenem Materiale, ferner in zylindrischen 
und konischen Röhren. 
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Wir betrachten noch den Fall eines von einem Netz von 
Poren und Kanälen durchzogenen Stoffes. Ist das Netz mit 4 
Flüssigkeit gefüllt, so ist 9F/OV, verschwindend klein gegen 
°G/dV,. Findet nun Benetzung statt, so ist a’ negativ und 
der Druck des gesättigten Dampfes sehr viel kleiner als pp. 
Bezeichnen wir die durchschnittliche Oberfläche G der Volum- 
Rn einheit als „spezifische Oberfläche“ 0, so ist unter Benutzung 
von (11) 


Für vollkommene Benutzung ist — «’ = «; die Druckverminde- 
rung ist dann proportional dem Produkte aus spezifischer 
Oberfläche mal Oberflächenspannung. 
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4. Die allgemein kovarianten Grundgleichungen 
des elektromagnetischen Feldes 

tm ponderabler Materie vom 
der Elektronentheorie; 


von Walter Dationdach. 
(Zürcher 


Inhalt. 


Im Kapitel I werden unter Zugrundelegung eines bestimmten — 
elektronentheoretischen Modells der Materie, das die Trennung von § 
wahrem Strom und Polarisationsstrom gewährleistet, aus den allgemein —__ 
kovarianten Gleichungen des elektromagnetischen Feldes im leeren Raume —«_— 
durch einen Prozeß der Mittelung, der der vollkommenen Verschmelzung 
von Raum und Zeit, wie sie der Relativitätstheorie eigen ist, Rechnung 
trägt, ebensolche allgemein kovariante Feldgleichungen für das Innere _ 
der Materie abgeleitet. Der Polarisationszustand der Materie wird da- 
bei charakterisiert durch einen „Sechservektor der Polarisation“, der sich 
in natürlicher Weise als ein Konfigurationsintegral aus den Lagen und Ge- 
schwindigkeiten der in den Molekülen enthaltenen Mikroladungen ergibt. 

Im Kapitel II werden die gewonnenen Feldgesetze für ruhende 
Materie mit den Maxwellschen identifiziert und ferner gezeigt, daß der 
Ausdruck für den Sechservektor der Polarisation zu den bekannten Aus- — 
drücken der Elektronentheorie von Lorentz degeneriert. 5 

Im Kapitel III werden zunächst für den Fall der Elektrostatik 
dann für bewegte Materie in einem beliebig veränderlichem Felde die 
Kraftdichte und der Impulsenergietensor anschaulich abgeleitet. j 


punkt 


rechnete Kraftdichte gilt auch fiir anisotrope Kérper mit une Der Bate 
Impulsenergietensor ist eine Verallgemeinerung des Minkowskischen. SER 
Es wird gezeigt, dag seine Asymmetrie nicht im Widerspruch steht zu 5 


und Energiestrom. 


Kapitel I. Die Herleitung der Feldgleichungen. 

Die folgenden Rechnungen werden bei raum-zeitlich kon- a 
stantem Gravitationsfeld in einem Lorentzsystem durchgeführt. = 
Der Übergang zur allgemeinen Relativitätstheorie ist in dieser 
Arbeit nur formaler Natur und wird der Einfachheit halber : 
erst an den Resultaten vorgenommen. 
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In der Schreibweise der allgemeinen Relativitätstheorie ) 
lauten die Gleichungen des elektromagnetischen Feldes im 


f CY, 
’ 
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Das Induktionsgesetz c) ist eine bloß mathematische Kon- 
sequenz der Gleichung a), die den Sechservektor f,, des elektro- 
magnetischen Feldes von einem Viererpotential Y, ableitet. 
In b) bedeuten 0, die Ruhdichte der « und 


die Vierergeschwindigkeit, mit der sie begabt ist. 


Es ist die Ansicht der Elektronentheorie, ein Stück Materie 
bestehe aus einem Klumpen von sehr vielen positiven ‘und 
negativen elektrischen Ladungen im Raume, zwischen welchen 
das Gleichungsschema (I) streng gelte. 

Mit den uns zu Gebote stehenden groben MeBinstrumenten 
sind wir nicht imstande, die Bewegungen der ungeheuer zahl- 
reichen und winzigen Ladungen im einzelnen zu verfolgen; wir 
sind nicht imstande, in einem Zeitmoment den mikroskopischen 
Zustand der Materie experimentell festzulegen und die aus 
ihm folgenden und durch Gleichungen wie (I) verlangten räum- 
lich-zeitlichen Änderungen der Zustandsgrößen wirklich zu be- 
obachten. Was wir zu messen vermögen, sind immer nur 
Mittelwerte, wenn’s hoch geht, mittlere Schwankungen um Mittel- 
werte der mikroskopischen Zustandsgrößen. 


1) Hier wie im Folgenden ist über zwei gleiche Koordinatenindices 
im selben Term stets zu summieren. 

2) A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie, 
Ann. d. Phys. 49. p. 769. 1916, insbesondere § 20. — H. Weyl, Raum, 
Zeit, Materie. Berlin 1918. 
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Es sei a eine solche mikroskopische ZustandsgréBe. In 
voller Ausnutzung der Symmetrie, mit der Raum und Zeit als 
unabhängige Veränderliche in den Zn auftreten, 
definieren wir als Mittelwert der Größe a ET N 


(1) x A = far faar =a. 


@ ER ein physikalisch kleines Weltgebiet, will sagen 
ein Raumgebiet, das sehr viele der kleinen Ladungen enthält, 
betrachtet während einer zeitlichen Dauer, die ebenfalls sehr 
viele der diskreten Erlebnisse, wie Zusammenstöße, Umläufe, 
Schwingungen irgendeiner der, kleinen Ladungen umspannt. 
dr ist das gegen Lorentztransformationen invariante Volumen- 
element des Gebietes G. 

Weiterhin lassen wir uns vom Vertrauen leiten, daß, wenn 
wir den durch (1) definierten Prozeß der Mittelung auf die 
Gleichungen (I) anwenden, wir zu Beziehungen geführt werden, 


die gerade die Mittelwerte miteinander verknüpfen, die wir RS 


experimentelle Physiker tatsichlich beobachten. 

Wir konstatieren: 

Eine Größe und ihr Mittelwert haben dieselben Kovarianz- 
eigenschaften. 

Differentiation und Mittelung sind vertauschbare Prozesse. 

Das Gleichungsschema (T) gilt folglich unverändert ohne 
irgendeine spezialisierende Voraussetzung über die Konstitution 
der Materie für die Mittelwerte ©, ¥,, und g,w* des Poten- 
tials @,, des Feldes f,, und des Stromes 0,u*. Es wird uns 
in der Folge gelingen, ®, und F, direkt mit in der Beob- 
achtung gegebenen Größen der bisherigen phänomenologischen 
Theorie von Maxwell zu identifizieren. Nicht so mit dem 
Mittelwerte 9, u,. Ihm haben wir von nun an unsere ganze 
Aufmerksamkeit zu widmen, und er zwingt uns fürs erste, 
ein genaueres Bild der Materie zu entwerfen. 

Die kleinen Ladungen in der Materie — wir nennen sie 
in Zukunft Elektronen — die Elektronen also seien ein für 
alle Mal zusammengefaßt zu Verbänden, zu kleinen Planeten- 
systemen, zu Molekülen. Die totale Ladung eines Moleküls 
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sei Null und nie verlasse ein Elektron sein Molekil. Wohl 
gestehen wir ihm zu, daß es unter dem Einfluß eines äußeren, 
veränderlichen Feldes im Innern des Verbandes andere und 
andere Bahnen in stationären Bewegungen durchlaufe, oder 
um andere und andere Gleichgewichtslagen zitternde Schwin- 
gungen ausführe; der Elektronenverband aber, der durch das 
Wort „Molekül“ bezeichnet wurde, bleibe dabei beisammen. 
Der kondensierte Ausdruck dieser Forderungen lautet: BR 


(2) 
integriert über das Weltgebiet 7, das von irgendeinem Mole- 
kül während irgendeiner physikalisch kleinen Dauer durch- 
fegt wird. 

Wie die einzelnen Moleküle sich gegeneinander verhalten, 
ob sie verbunden sind zu einem festen Körper, ob sie aneinander 
vorbeikriechen, wie in einer Flüssigkeit, oder ob sie sich 
schließlich zwischen zwei Zusammenstößen unabhängig von- 
einander bewegen wie in einem idealen Gase, ist für das Fol- 
gende durchaus unwesentlich; denn es ist uns hier gar nicht 
zu tun um die Zusammenhänge zwischen elektromagnetischen 
und elastischen Eigenschaften der Körper; und es geschieht bloß, 
um die Vorstellung zu fixieren und die Überlegungen nicht un- 
nötig zu belasten, wenn wir von nun an trotzdem denken, die 
Schwerpunkte der Moleküle seien gegenüber den Veränderungen 
des elektromagnetischen Feldes durch elastische Kräfte starr 
aneinander gekettet. 

Bis jetzt haben wir Elektronen nur als Bausteine von 
Molekülen kennen gelernt. Wir nennen sie in Zukunft Polari- 
sationselektronen (P) und unterscheiden von ihnen die konvek- 
tiven Ladungen (K), die an die Materie — sagen wir an die 
Schwerpunkte der Moleküle — gebunden die makroskopische 
Bewegung der Materie mitmachen. Endlich soll noch ein 
Schwarm von frei beweglichen Leitungselektronen (L) stoBend 
und selbst gestoßen unter dem Einfluß des Feldes zwischen den 
Molekülen durchjagen. 

Dieses Modell der Materie legen wir der Mittelung des 
Viererstromes o, wu“ zugrunde. Aus der Definition (1) des Mittel- 
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= Oy UE + Oy WE + 0% 


us + 9, us = Leitungsstrom plus Konvektionsstrom 
wir zusammen als den wahren Strom Jr. 

Um die Existenz eines Stromes der Polarisationselektronen _ Be 
bequem einzusehen und ihn auf möglichst durchsichtige Weise __ 
zu berechnen, kehren wir auf die Dauer von einigen Seiten BE 
zurück in den dreidimensionalen, gewöhnlichen, euklidischen _ 
Raum mit einem der Anschauung geläufigen, kartesischen 
Koordinatensystem. Unsern Versuchskörper nehmen wir mit, pe 
entleeren ihn aber zuvor von allen konvektiven Ladungen und 
Leitungselektronen und behalten zurück den Haufen ee aa 
Moleküle. Die von früher her noch wild bewegten Polar 
sationselektronen werden plötzlich alle in ihrer Bewegung ge- 
stoppt; sie sollen in Gleichgewichtslagen zur Ruhe kommen. 
Auch der Körper als Ganzes sei in Ruhe, und ein eventuell 
vorhandenes elektromagnetisches Feld sinke herab zu einem 
bloß elektrostatischen. 

Der Aufgabe, den Mittelwert 9, ws des Viererstromes g,w 3 
zu ermitteln, entspricht unter den geschilderten Verhältnissen 
die viel einfachere, den Mittelwert o,, der Ruhedichte g, zu 
berechnen. Der Mittelwert selbst ist dabei immer noch durch 
a) kann allerdings jetzt in der Fam: 


geschrieben werden. A ist ein physikalisch kleines Raum- 
gebiet und dV sein Volumenelement. _,, ist immer dann 


von Null verschieden, wenn die Ladung J oa ist. 


Fehlt vorläufig das äußere Feld, so ist u daß sogar 
im Innern eines Kristalles Jear= 0 ist, falls nur die 


Oberfläche des Gebietes R onteel unregelmäßig, etwa wie 
ein Wellblech, ganz — Moleküle der Materie zer 
schneidet. Polarisieren wir, 

positiven Elektronen in der Richtung, die 


4 
wer 

d 
Cop = fav Qo © 


Geschieht dieses Verschieben nicht über das ganze Ge- 
biet R mit derselben Intensität, was seinen Grund darin haben 
kann, daß einmal das äußere Feld selbst, dann aber auch die 
Polarisierbarkeit der Materie sich über das Gebiet R von 
Raumpunkt zu Raumpunkt langsam und stetig ändern, so ist 
evident, daß das im unpolarisierten Zustand ungeladene Ge- 
biet R nun sehr wohl eine Ladung h haben kann. Die ihr ent- 
sprechende Ruhdichte o, ist eben g,p, und sie wollen wir jetzt 
berechnen durch Wiedergabe einer Überlegung von H. A. 
Lorentz.’) 

Bei nach außen gerichteter Normale seien d7, (v = 1, 2, 3) 
die Komponenten eines Elementes der Oberfläche von AR. 
df, zerschneide eine sehr große Menge von Molekülen. Die 
Summe d8 aller Ladungen, die einerseits zerschnittenen Mole- 
külen angehören, andererseits innen am Flächenelement d/, 
haften, verschwindet im unpolarisierten Zustand der Materie; 
im polarisierten haben wir dS erst zu ermitteln. Alle Mole- 
küle seien gleichgebaut und sollen je n Polarisationselektronen 
enthalten. Das At Elektron besitze die Ladung e, und habe 
vom Schwerpunkt seiner Molekel den Abstand r, mit den 
Komponenten z,”. Unter allen Molekülen in der Umgebung 
von df, greifen wir alle die heraus, bei denen die Spitze des 
Vektors r,, wenn wir ihn mit sich parallel in den Koordi- 
natenursprung verschieben, in das Innere eines kleinen Volu- 
menelementes dv zu liegen kommt. Die Moleküle dieser Art 
denken wir uns des bequemeren Ausdrucks wegen in der Folge 
„tot“ gefärbt. Wie groß ist die Zahl der roten Moleküle in 
der Volumeneinheit? Wir sind offenbar befugt, dafür den 
Ansatz zu machen s,dv, wo die Funktion s, nur noch von 
der Lage des Volumenelementes dv zum Koordinatenursprung 
abhängt. Ferner: welches sind die roten Moleküle deren 
Radius r, vom Flächenelement df, zerschnitten wird? Doch 
wohl alle die, deren Schwerpunkt im Zylinderchen liegt, das 
durch Flächenelement df, und Vektor r, gebildet wird. Das 
Volumen dieses Zylinderchens ist z,”df,, und Volumen mal 
Dichte gibt die Anzahl s,dvz,’df, all der roten Moleküle, 


1) H. A. Lorentz, Weiterbildung der Maxwellschen Theorie 
Elektronentheorie,: Eneykl. d. math. Wiss. V 14, insbesondere Nr. 27 u. 28. 
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deren Ladungen e, jenseits und deren Schwerpunkte diesseits § 
von df, liegen, falls wir annehmen das Volumen z,’df, sei “3 
fir den herausgegrifienen Vektor r, gerade positiv. Jedes 
dieser Moleküle bedeutet „eine“ Ladung e, jenseits von df, _— 
alle zusammen aber die Ladung e,s,dvz,’df, jenseits von _ 
df, herrührend von zerschnittenen Molekülen. ol 

Integrieren wir über alle möglichen Lagen des mathe- Er 
matisch unendlich kleinen Volumenelementes dv, so erwischen 
wir damit sicher überhaupt alle Ladungen e,, die nes Di 
Molekülen angehören, und ‘ak 


df, fe, %, dv 
bedeutet den Überschuß der Ladungen e, jenseits von d if über 
die noch diesseits des Flächenelementes gelegenen. Sum- 
mieren wir endlich über alle Polarisationselektronen & = 1 bis 
n und bedenken, daß die diesseits und jenseits an df, haften- 
den totalen Ladungen entgegengesetzt gleich sind, so folgt als 
Ladung diesseits von df, 


ds af, | do. 
Summe ist michts anderes als die Summe der Funk- ‘ 


tion ez” über alle Ladungen e der Moleküle, die im Volumen 1 


fließen zu einer räumlich kontinuierlich ausgebreiteten elek- = 
trischen Ruhdichte o,, so wird endgültig 


dS = 2” df,, 


Das Integrationsgebiet r ist von höherer Ordnung klein x 
als R, aber immer bloß physikalisch klein. Es unterscheidet — 
sich außerdem von AR darin, daß seine Oberfläche keine Mole- _ 
küle schneiden darf. Erinnern wir uns, daß die Ladung 
Se, dV einer Molekel verschwindet, so erkennen wir, daß de 
x” in obiger Formel in einem allen Molekülen gemeinsamen __ 
Koordinatensystem als die gewöhnlichen Koordinaten gedeutet 


Platz haben. Lassen wir die diskreten Ladungen wieder zer- we 
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werden dürfen. Das tun wir in der Folge, ohne die Bezeich- 
nung nochmals zu ändern. Durch Integration von d8 über 
das Gebiet R% erhalten wir die totale in ihm eingeschlossene 
Ladung und damit den Mittelwert 9, ,- 


(3) fear=0 


integriert über einen physikalisch kleinen Raum r, der keine 
Moleküle schneidet, so ist ihr Mittelwert gegeben durch 


sss ist dabei ein relativ zu r großes Gebiet, das achtlos 
Moleküle zerschneidet. Der Vektor 


(5) 


variiere so langsam, daB seine ersten Ableitungen innerhalb 
R als konstant betrachtet werden diirfen. 


Dieses Resultat bleibt auch dann bestehen, wenn das 
Gebiet R eine Mischung verschiedener Arten von Molekülen 
enthält. 


Dies die Überlegung von H. A. Lorentz. Wir erkennen, 
sie ist unabhängig von der Zahl der Dimensionen, unabhängig 
davon, ob g, nun gerade ein Skalar oder eine Vektor- oder 
Tensorkomponente bedeute. Ihre einzige Voraussetzung ist 
die Gleichnng (8); ihr entspricht aber in der vierdimensionalen 
Welt die Gleichung (2), und so erhalten wir in der Tat ohne 
weitere Rechnung den gesuchten Polarisationsstrom o°u*>. Ich 
darf es wohl dem Leser überlassen, rasch in der Welt eine 
Raumkoordinate zu unterdrücken und an zweidimensionalen 
Molekülen und dem von ihnen beschriebenen Bündel von 
Weltröhren, sich den vorstehenden Beweis nochmals anschau- 
lich zurecht zu legen. Dann aber gehen wir weiter und 
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notieren in folgender Gestalt die den Gleichungen (4) und (5) 
entsprechenden Ausdrücke 


1 
G 


q “Mit Gleichung (7) haben wir jedenfalls den Tensor Pola- __ 
risation gefunden. Nur ist er ganz unsymmetrisch. Die große _—- 
Zahl von 16 Komponenten, über die er jetzt noch verfügt, 
bringen wir niemals in Einklang mit der Einfachheit Max- 
wellscher Theorie, die wir bei ruhender Materie als Resultat 
erhalten müssen. Auch die Tatsache, daß Gleichung (6) sich 
nur für den Fall, daB M+” ein Sechservektor ist, in einfacher 
Weise allgemein kovariant schreiben läßt, legt es nahe, die 
folgende partielle Umformung zu versuchen: 


Mer m ur 2” 


= — a" + 


Durch Addition der zwei Ausdrücke spaltet Me’ in einen 
symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil 


Go ; % d ah r 
M (uM x u” 2“) + ods ). 


Die Komponenten des symmetrischen Tensors bedeuten 
mittlere Anderungsgeschwindigkeiten von Größen wie Träg- 
heitsmomente, Zentrifugalmomente, statische Momente von 
Molekülen, nur stehen immer an Stelle der trägen Massen 
die teils positiven, teils negativen Ladungen der Polarisations- 
elektronen. Sind auch die Änderungsgeschwindigkeiten der- 
artiger Größen nicht exakt Null, so sind sie doch gewiß 
konstant über das Gebiet 2 und tragen nach Formel (6) nichts 
bei zum Werte von _, up. 

Damit ist der Polarisationsstrom und sind auch die Mittel- 
werte der Feldgleichungen gefunden. 
tate zusammen im folgenden Schema: ish 
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b) (Fer + Mer) = 

dd Mer 


Es ist zu bemerken, daß diese ohne weiteres allgemein 
kovariant zu schreibenden Gleichungen sowohl für kristallisierte, 
wie kristalline, wie auch amorphe Körper gelten, wenn es 
nur möglich ist, wahren Strom und Polarisationsstrom in der 
durch die Existenz von Molekülen gemäß Gleichung (2) be- 
dingten Weise zu trennen. Auch von der Trägheit der Elek- 
 trizität haben wir nirgends abgesehen. So ist es denn inter- 
essant zu konstatieren, daß die ganze Tücke der Materie wie 
_ Dispersion, Hysterese, Abhängigkeit der elektromagnetischen 
 Kigenschaften von Temperatur und Elastizität die Feld- 
_ gleichungen unberührt läßt und in den sogenannten Material- 
gleichungen ihren alleinigen Ausdruck findet. Diese ordnen 
_ bekanntlich einem gegebenen Verlauf des elektromagnetischen 
Mir Feldes einen ganz bestimmten Verlauf der Polarisation zu. 
in irgendeinem konkreten Sonderfall unmöglich, 
; doch wäre es ein Verkennen der dieser Arbeit eigentümlichen 
ee _ Aufgahe, wenn wir auf sie näher eingingen und etwa ver- 
suchten, und M+” in allgemein kovarianter Weise mit- 
einander zu verknüpfen. Es hieße aber die unabhängige Be- 
_ deutung der Feldgleichungen überschätzen, wenn wir uns nicht 
noch einmal daran erinnerten, daß sie nur so lange gelten, 
fe die Differentialquotienten der in ‚Ahnen auftretenden Zu- 


: A mit schlieBen wir vor allem Lichtwellen aus, deren Wellenlinge 
Er om vergleichbar mit den Moleküldimensionen bzw. deren Frequenz 
von derselben GréBenordnung wie die 
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Kapitel II. Anschluß an die bisherige phänomenologische ie | 
Theorie von Maxwell und an die Elektronentheorie von 
Lorentz, 


Im Fall ruhender Materie muß das Induktionsgesetz (IIc) 
zur Deckung kommen mit dem zweiten Maxwellschen Glei- 
chungssystem und der Sechservektor F_, degeneriert infolge- — 
dessen zu den Vektoren magnetische Induktion b und elektrische 
Feldstärke e. Halten wir daran fest und erinnern uns der 
Bedeutung von J“, so folgt aus der Identität von (IIb) mit dem 
ersten Gleichungssystem von Maxwell, daß die Magnetisierung 
m und die elektrische Polarisation p sich in ruhender Materie 
zusammenschließen zum Tensor Mr’. Und endlich aus (IIa) er- 
kennen wir als die räumlichen Komponenten von ®, das Vek- 
torpotential f und als die Zeitkomponente das skalare Poten- 
tial 9. Die folgende Tabelle gibt die Darstellung in Kom- 
ponenten: 


f= (®,, ®,,®,), ®,, 


3 i= 7%, 
| b = (F%, = F*, 
Fa» Fs); = (Figs Fass 


m= (M*?, M*), p = M*, M*\, 


Die Lichtgeschwindigkeit ist dabei gleich eins gesetzt. 
Spalten wir bei ruhender Materie nach Raum und Zeit, 
so treten in dreidimensionaler Vektoranalysis an Stelle von 
(IIa, b, c) die Gleichungen ee 


dive+divp=o, 
| rote 


dvb=0. 
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Dies sind die Maxwellschen Gleichungen bei scharfer 
Trennung von Feld {b,e} und Materie {m,p,i,o}. Die bloß ab- 
geleitete Bedeutung der Vektoren dielektrische Verschiebung 
d=e-+p und magnetische Feldstärke § = 6 — m tritt klar 
in Erscheinung. Trotzdem bilden sie zusammen einen anti- 
symmetrischen Tensor Dr’ = Fr» + Mr’ mit den Ruhkompo- 
nenten 


b= (D", D®, D*®). 


Damit sind wir noch nicht zu Ende, denn es ist nicht 
sicher, daß die Komponenten des Tensors M+’, wie sie durch 
Gleichung (IId) definiert sind, übereinstimmen mit den Aus- 
drücken der bisherigen Elektronentheorie. Das muß der 
Fall sein. In einem Lorentzsystem, in dem die Materie 
ruht, ist 


De De 


Vi-v’ Vi 
and Mr zerfällt: in: 


Die >> ist zu erstrecken über alle Ladungen e, in der 


kel 


3 Shp i = über alle Moleküle in der Volumeneinheit und end- 


Ein elektrisch polarisierbares Teilchen, d. h. ein durch 
 quasielastische Kräfte an eine Gleichgewichtslage gebundenes 
führt um disse aus. Dabei ist wad In 
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r—vf= 2r —- 


1+pv?~ 1. 


Das Zeitmittel von 


- einzelne Teilchen, und wir erhalten als erste Annäherung in 
Übereinstimmung mit der 


it 


wobei N die Zahl der Moleküle pro Volumeneinheit bedeutet. 


Ein magnetisch polarisierbares Teilchen dagegen rotiere = 
sehr rasch in einer kreisähnlichen Bahn. Für dieses ist p = 0, 2 
und m wird in derselben Annäherung wie oben: 23 


m= [t, 0] 


ebenfalls in Ubereinstimmung mit der Elektronentheorie. = 


Die Gleichungen (II) genügen dem Relativitätsprinzip und — 
degenerieren im Fall der Ruhe zu den Maxwellschen. Sie __ 
stehen daher, wie Minkowski*) gezeigt hat, in Einklang mit * 


den Versuchen an bewegten Körpern. 


\- 


Kapitel III. Ermittlung der ponderomotorischen Kraftdichte 
und des Impulsenergietensors. 


Zur Bestimmung der Kraftdichte «, im Innern bewegter _ £ 
Materie scheint das Naheliegendste, man wendet den durch MD 


d- und versucht mit Benutzung der Feldgleichungen und des zu- 
grunde gelegten Materiemodells den Mittelwert des Produkte 
auszudrücken durch die Mittelwerte seiner Faktoren. 


1) H. A. Lorentz, a. a. O. BER 
2) H. Minkowski, Grundgleichungen für die elektromagnetischen en 
Vorgänge in bewegten Körpern. Ges. Abhandlungen Bd. 2, p. 958. Re 
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Oder; a a; in einem Lorentzsystem x, sich in der folgen- 
den vom Impulsenergietensor ableitet: 


bietet sich , Möglichkeit, direkt: an "Mittelwert 
des Impulsenergietensors loszugehen, etwa in derselben mathe- 
matischen Weise, wie das soeben für die Kraftdichte skizziert 
wurde. Diesen Vorschlag macht Abraham), doch nicht ohne 
ihm einen zweiten wesentlich andern gegenüber zu stellen, und 
diesen zweiten, anschaulichen Weg, den Einstein und Laub?) 
seiner Zeit schon betreten hatten, werden wir gehen. 

Die Überlegungen, die wir zu machen haben, tragen nicht 
den Charakter mathematischer Strenge. Ihre anschaulich- 
physikalische Plausibilität und nicht zuletzt ihr einfaches Re- 
sultat müssen sie rechtfertigen. 

Wir beschränken uns zunächst auf den Fall der Elektro- 
statik. Es sei R ein beliebiges, physikalisch kleines Raum- 
gebiet im Innern eines ruhenden Dielektrikums. Die durch 
das äußere Feld auf die Ladungen im Gebiete R ausgeübte 
Kraft muß sich darstellen lassen als Resultante von Spannungen 
t” in der Oberfläche von AR. In einer ersten Ableitung der 

el _ Kraftdichte suchen wir diese Spannungen anschaulich zu er- 
mitteln. 


Zum Spannungstensor des leeren Raumes: 


7 — ete, wo: fiir 

wie er durch den Mittelwert e” bzw. e, des Mikrofeldes aus- 
<a werden wird, treten als neu hinzu die Kräfte, welche 
die außen am Gebiet R haftenden Polarisationsladungen im 
äußeren Felde erfahren. Sie werden durch die innermolekularen 
Bindungen der durch die Oberfläche von AR zerschnittenen 
Moleküle a auf das Gebiet A selbst übertragen. So sitzt bei 


1)M. Abraham, Frage der Symmetrie des elektromagnetischen 
Spannungstensors. Ann. d. Phys. 44. p. 537. 1914. 

ch on 2) A. Einstein u. J. Laub, Uber die im elektromagnetischen Felde 
hea eat ruhende Körper ausgeübten ponderomotorischen Kräfte. Ann. d. 
Phys. 26. p. 541. 1908. 
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Ladung p’df,, und auf sie wirkt im makroskopischen Felde > 
die Kraft e,p’df,. Der Spannungstensor des Vakuums wird 
also durch die Anwesenheit des Dielektrikums vermehrt um i 
den Term e, p’. 


positiver äußerer Normale außen am Flächenelement d/, die — . 


rt Die bis jetzt angestellte Überlegung ist falsch oder bedarf 

» zum mindesten einer Ergänzung. we 

rt Makroskopisches Feld und äußeres Feld sind durchaus 

e nicht identisch; denn entfernen wir das äußere Feld, halten ie os 

d aber den Polarisationszustand der Materie in R und einer 

*) unmittelbaren Umgebung aufrecht, so verschwindet im allge- 
meinen der Mittelwert des Mikrofeldes nicht. Die noch ver- ¢ 

at bleibende Differenz zwischen äußerem und makroskopischem — 

a Felde, das sogenannte Polarisationsfeld, ist aber nie im Stande  _— 

= die Materie in 2 in Bewegung zu setzen; denn zur Aufrecht- . 
erhaltung des Polarisationszustandes bedürfen wir allerdings 

0- bloß vorstellbarer, aber nur innerer Kräfte. Der bisherige Aus- __ 

n- druck des Spannungstensors ist daher zu ergänzen durch einen 

sh Term 9”, der den Kräften entspricht, die dasjenige äußere 

te Feld, das das Polarisationsfeld gerade zu Null ergänzt, auf 9 

n die Ladungen p’ df, ausübt. 9” sind also Spannungen, die 

er bei verschwindendem makroskopischem Felde die Materie in 

r- Folge des unverändert festgehaltenen Polarisationszustandes — 


erfährt. Wir werden jetzt von ihnen beweisen, daß sie ein 
einfacher Druck sind. <4 

Denken wir, die Materie in R sei vollkommen homogen 
und die Polarisation p” über das ganze Gebiet konstant. Dann 
ist die Energiedichte in allen Punkten dieselbe und die Ge- 


8- samtenergie direkt proportional dem Volumen des Gebietes. + = 
he Erteilen wir der Materie irgendeine virtuelle Verrückung, die 
m weder den Polarisationszustand, noch das Volumen von R 

en ändert, so bleibt dabei seine Gesamtenergie konstant. Da ds 
en makroskopische Feld Null vorausgesetzt wird, kommen ur 


stimmung seiner Größe pP 


Annalen der Physik. IV, Folge. 58. 


\- 
iad 
| 
ei äußeren Arbeitsleistung nur die in der Oberfläche von R ~~ 
wirkenden Spannungen 9,” in Betracht. Ihre Arbeit uB 
en also bei beliebiger volumentreuer Variation des Gebietes a 
schwinden, was nur möglich ist für einen über das "ganze a 
| mmschreiten zur Bee — 
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'. Das Polarisationsfeld im Element df, der Oberfläche von 
:R hängt nicht nur vom‘Polarisationszustand an der betreffen- 
den Stelle, sondern von Konfiguration und Zustand des ganzen 
Gebietes R ab. Diese Unbequemlichkeit veranlaßt uns Ande- 
rungen des Polarisationsfeldes und damit von p zu betrachten, 
und zwar solche, die eintreten infolge Variation der Zustands- 
größen an der betrachteten Stelle allein. Da langsame Ver- 
änderlichkeit der makroskopischen Zustandsgrößen über physi- 
kalisch kleine Gebiete eine wesentliche Voraussetzung dieser 
ganzen Arbeit ist, haben wir uns insbesondere auf unendlich 
kleine lokale Änderungen zu beschränken. 


In diesem Sinne erteilen wir an der Stelle des Flächen- 
elementes df, dem makroskopischen Felde den Zuwachs de, 
von gleicher Richtung wie der Vektor df, selbst. Die Polari- 
sation ändere sich dabei um dp, und die früher berechnete, 
durch das makroskopische Feld allein erzeugte Spannung er- 
leidet die Zunahme: 


de,pdf,+e,dprdf, = d(e,pr)df,. 


Die de, entsprechende Zunahme des äußeren Feldes 
machen wir wieder rückgängig und haben, um den Zuwachs 
dp’ der Polarisation aufrecht zu erhalten, gewisse, bloß vor- 
stellbare, innermolekulare Kräfte anzubringen, die im Element 
df, eine Spannung i,” ergeben. Kompensieren wir endlich 
auch die de, entsprechende Zunahme des Polarisationsfeldes, 
so haben wir, um die Polarisation wiederum konstant zu 
halten, die fiktiven Spannungen i,” nach Definition des Druckes 
ö,’p zu vermehren um ö,"dp. Schalten wir nun de, von neuem 
zu, so erkennen wir, daß bei der speziellen Wahl der relativen 
Richtung von de, und df, die dadurch auftretende Spannung 
p’de, gerade i”-+,”dp Gleichgewicht hält. i,” ist hervor- 
gegangen: aus bloß inneren Kräften, ergibt also für jedes end- 
liche Stück Materie die Resultante null, so daß wir für unsere 
Zwecke setzen dürfen: 


6,” dp + 43, 


folgt: 
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re 


und aus dieser von der speziellen Wahl des Flächenelementes 
unabhängigen Beziehung folgt der Druck selbst: 


Das RER ist zu erstrecken vom Polarisationszustand 
Null bis zum tatsächlich vorhandenen Werte des Feldes und 
zwar über die Folge von Zuständen, wie sie von der Materie 
tatsächlich durchlaufen wurde. 

Damit erhalten wir definitiv als elektrostatischen Spannungs- 
tensor: 


= zweite Ableitung, die sich noch enger an die Arbeit 
von Einstein und Laub anschließt, mag das Resultat in 
anderem Lichte zeigen. 

Die Kraft &, auf das Gebiet % stimmt bis auf physi- 
kalisch kleines höherer Ordnung überein mit der Kraft auf 
das Gebiet X’, das alle die, aber auch nur die Moleküle voll- 
ständig enthalte, die bei irgendeinem Polarisationszustand dem 
Gebiete R ganz oder teilweise angehören. Die Oberfläche 
von F schneidet also keine innermolekularen Bindungen. 

K, ist also die Resultante der Kräfte, die das äußere 
Feld auf die Ladungen in AR’ direkt ausübt. Zu ihrer Be- 
stimmung entwickeln wir das makroskopische Feld in eine 
Reihe 


elo + : 


Our 


Im Koordinatenursprung, den wir mitten ins Gebiet 2’ 
hinein verlegen, hat das Feld den Wert e,/,. Der zweite — 
Term berücksichtigt seine langsame, in erster Annäherung 
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lineare Veränderlichkeit über R’. Betrachten wir zunächst — ; 
wie wir wissen mit Unrecht — makroskopisches und äußeres 
Feld als identisch, so wird een 


&, = + 5% ejerar. 
R’ 


die der wahren Ladungsdichte angehörende Elek- 
trizität ist das erste Integral = o,  R’ und das zweite gleich 
Null. Bei Integration über die in ihrer Summe Null ergebenden 
Ladungen der Moleküle wird dagegen das erste zu Null und das 
zweite nach Definition der Polarisation = p’. FR’, so rs wir 
vorläufig als Kraftdichte erhalten 


1 
= Er = Ow 


Erinnern wir uns jetzt des Unterschiedes zwischen makro- 
skopischem und äußerem Felde, so erkennen wir, daß auch 
dieser Ausdruck zu ergänzen ist durch die oben berechnete 
Druckkraft, für die ich leider bis jetzt eine einfachere und 
unmittelbarere Ableitung nicht zu geben vermag. Die elek- 
trostatische Kraftdichte wird also endgültig 


öe 
= 0,00 + Car 


+ Lepr fpr de,| 
0 
Da der erste Term sich in bekannter Weise als Diver- 
genz der Maxwellschen Spannungen im leeren Raume schreiben 
läßt, ist die Identität mit dem ursprünglichen Resultate nach- 
gewiesen. 

Damit verlassen wir das Gebiet der Elektrostatik und 
gehen über zur Berechnung der Kraftdichte bzw. des Impuls- 
energietensors im allgemeinen Falle eines beliebigen, raum- 
zeitlich veränderlichen elektromagnetischen Feldes im Innern 
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bewiesen wird, daß sie einen einfachen Druck 0,” = ö’p be- 


elektrostatische Feld auf den Fall der Magnetostatik, die 
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elektrisch und magnetisch polarisierbarer Materie. Wir 
uns kurz fassen; denn sie macht sich durch fast wirtliche : 
Ubertragung der vorstehenden Uberlegungen aus dem drei- ee tate 
dimensionalen Raum in die vierdimensionale Welt. So treten oP 
zum im leeren Raum 


in Oberfläche des physikalisch. kleinen Welt 4 
gebietes G als neu hinzu die Kräfte re 
, Mr df, a 

die das is Feld auf die außen am Element df, — 
haftenden Polarisationsladungen ausübt. Wegen des = i 
schiedes von makroskopischem und äußerem Felde — im Fall = 
der Magnetostatik tritt er besonders klar zutage — sind ie 
zu ergänzen durch Spannungen ®,”, von denen, durch die voll- ast 
kommen entsprechende Variationsbetrachtung wie oben, a > 
einem Weltgebiet und der in ihm beschlossenen Wirkungsgröße RE: 


deuten. Die Übertragung der Berechnung von p für das I 
Superposition der zwei Spezialfälle zum allgemeinen des elek- a s 


tromagnetischen Feldes und endlich die Formulierung dee = 
Resultates im vierdimensionalen Kalkül ergeben 


1 
p 
0 


Die kleinen Buchstaben m:# und f,, von Polarisation und os 
Feld sollen daran erinnern, daß sie hier laufende Größen be- _— 
deuten und die wirklich vorhandenen Zustandsgrößen Me? und 
F,, nur als obere Grenze des Integrals auftreten. Inte- 


grationsweg ist wieder die Folge von Zuständen wie sie die x A 
Materie tatsächlich durchlaufen hat. 


Der Impulsenergietensor wird jetzt endgiltig es 


F 
| =F, (Fer + Mor) + 
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oder nach Einführen des Tensor Verschiebung Dr’ = Fe” + Mx» 


F 
v v v 1 a 
(9) Ty =F, Der +8, Pdf.z- 
0 


Die Kraftdichte x, on aus ihnen im allgemeinen RR zu 


die negative Determinante der und 
das Christoffelsche Dreiindizessymbol {7} die negative Gra- 
vitationskraft bedeuten. Für verschwindendes Schwerefeld re- 
duziert sie sich auf 


und nur in dieser speziellen Gestalt wird sie uns in der Folge 
noch beschäftigen. 

Von 7,” spaltet sich in natürlicher Weise der Tensor des 
leeren Raumes ab. Der ihm entsprechende Anteil der Kraft- 
dichte läßt sich bekanntlich umformen zu 


0 Fer 
on 


so daß mit Benützung der Feldgleichung (Ib) x, sich schreiben 


o daß die Kraftdichte in der bemerkenswerten Gestalt er- 
re 
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Kapitel IV. Diskussion der Resultate des vorausgehenden 
Kapitels. 


Welches sind die des aufgestellten Im- 
pulsenergietensors? . 


Wie schon erwähnt, eine wesentliche Voraussetzung dieser 
Arbeit ist die langsame Veränderlichkeit der makroskopischen 
Zustandsgrößen Feld und Polarisation über physikalisch kleine 
Weltgebiete. 


Ferner muß die Möglichkeit der scharfen Trennung von 
Polarisationsstrom und wahrem Strome gegeben sein, d. h. 
Geltung der Bedingung (2). 


Dem letzten Kapitel liegt unausgesprochen die Ansteliyin 
zugrunde, daß die Zahl der Moleküle in einem zur Materie 
ruhenden Raumvolumen sich während des Polarisierens nicht 
ändere. Trifft das nicht zu, d.h. variiert der elastische Ver- 
zerrungszustand der Materie, so bleibt der aufgestellte Tensor 
gültig, sofern wir die aus ihm folgende Kraftdichte nicht auf 
die Volumeneinheit, sondern stets auf die im unverzerrten Zu- 
stand in der Volumeneinheit enthaltenen Moleküle beziehen 
und, sofern wir zur Kraftdichte die durch die. elastische Ver- 
zerrung mitbestimmten Striktionskräfte beifügen. Auf sie 
wollen wir hier nicht eingehen. 


Diese Einschränkungen zugegeben, kann die Materie im 
übrigen beliebig beschaffen sein; insbesondere gilt der Tensor 
für amorphe, wie kristallisierte Körper, für Ferromagnetika 
mit und ohne Hysterese, ja selbst für dispergierende Medien, 
was allerdings von geringer Bedeutung ist, da Dispersion erst 
bei Feldfrequenzen aufzutreten pflegt, die außerhalb der For- 
derung langsamer Veränderlichkeit über physikalisch kleine 
Weltgebiete liegen. 


Zum bequemen Vergleich mit den früheren Arbeiten über 
denselben Gegenstand spalten wir bei ruhender Materie, nach 
Raum und Zeit und notieren im folgenden Schema die 
a des Tensors in dreidimensionaler Vektor- 
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ads + be + — [0,5]. 


| 
| 


Für lineare Abhängigkeit der Polarisation vom Felde 
degeneriert 7,’ zum Tensor von Minkowski.!) Die elektro- 
statischen Spannungen sind identisch mit den Ausdrücken, 


e 
wie sie Cohn*) durch Variation der Energiedichte J (e, dd) 


gefunden hat. Energiedichte und Energieströmung weiten auf, 
wie wir es verlangen müssen. 
Es fällt in die Augen, wie weitgehend die alte Hertz- 

sehe Symmetrie der Feldgrößen {e,5}{d,b} sich behauptet. 

Würden nicht der eigentümlich verschiedene Kovarianzcharakter 
; der beiden Maxwellschen Gleichungssysteme und die elek- 
_ tronentheoretische Deutung so entschieden für die Abraham- 
x ‚sche Symmetrie {e,6}{b,} sprechen, man wäre versucht, beim 
Anblick des aufgestellten Impulsenergietensors von neuem der 
_ _Hertzschen den Vorzug zu geben. 
2 Be Wir wenden uns jetzt zur Besprechung der Asymmetrie 
des Impulsenergietensors. 
er a: 3: Daß der gemischte Tensor 7,” asymetrisch ist, kann uns 
nicht wundern; allein auch die rein kovarianten, bzw. kontra- 


1) - Minkowski, a. a. O. 
E. Cohn, Das Feld 1000) 
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Der mathematische Ausdruck dafür ist die Existenz in 2 
Differenztensors 


4’ = Tr _ Tre = —M,° Fev, 
Seine räumlichen Ruhkomponenten 
fe, p] + [m, b] (42, 


bedeuten bekanntlich das auf die Volumeneinheit der Materie 
ausgeübte Drehmoment und seine zeitlichen 


(6, p] + [m, e] 4*) 


den Überschuß der Impulsdichte über den Energiestrom. 


Das scheint bedenklich, wenn man sich .vergegenwärtigt, > 
welche Bedeutung der Gleichheit von Impulsdichte und Energie- Br. 
strom, als dem mathematischen Ausdruck für die Trägheit 
der Energie, wie für den energetischen Ursprung aller trägen 
Masse, innewohnt. Einwände, die von dieser Seite gegen den Be 
aufgestellten Tensor gemacht werden, ist entgegen zu halten, ve 
daß die eigentlichen und strengen Naturgesetze die Mikro- 
gesetze sind. Durch ihre unter gewissen Voraussetzungen 
[hier insbesondere Gleichung (2)] errechneten Mittelwerte, ° 
werden sié natürlich nicht angetastet. 

Es bleibt aber weiter zu erläutern, wie aus einem sym- 
metrischen Tensor durch Ausüben des Prozesses der Mittelung (1) 
ein asymmetrischer entstehen kann. Hierzu das Folgende: 
T, beansprucht garnicht der durch (1) definierte strenge Mittel- 
wert des symmetrischen Mikrotensors zu sein, ist es sogar 
sicher nicht, denn im unpolarisierten Zustand entspricht dem =. 
Mikrofelde, obschon sein Mittelwert verschwindet, doch eine 
von Null verschiedene und daher niemals durch makroskopische ‘ 
Zustandsgrößen ausdrückbare Energiedichte. 


Die Frage endlich, ob 7,” wenigstens den Zuwachs dar- ee 
stellt, den der Mittelwert des Mikrotensors durch das Polari- a 
sieren erleidet, lassen wir offen; denn es ist sehr wohl mög- 
lich, daB die Symmetrieeigenschaften von Tensorkomponenten, 
die sich über das physikalisch kleine Mittelungsgebiet derart Be 
wild ändern, wie das beim Mikrotensor des elektromagnetischen a 
FU der Val ist, dem Mittelwerte nicht erhalten bleiben. = 
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Daß beispielsweise ein physikalisch kleines Stück eines Kri- 
stalles in einem elektrischen Felde ein Drehmoment erfährt, 
obschon das für ein unendlich kleines Gebiet nicht zutrifft, 
kommt nur daher, daß schon im einzelnen Molekül entgegen- 
gesetzte Ladungen vorhanden sind, die Ladungsdichte o also 
eine in dem physikalisch kleinen Stück unzählige Male zwischen 
positiven und negativen Werten hin- und herspringende Funk- 
tion darstellt. 

T> ist daher für uns nichts anderes als der Tensor, den 
man ansetzen muß, um die richtige Kraftdichte zu erhalten. 

Zur Diskussion der Kraftdichte selbst stützen wir uns auf 
Gleichung (11). Der erste Term ist die Kraft auf den wahren 
Strom. Die zwei anderen sind Kräfte auf die polarisierbare 


a Materie. Im allgemeinen, d. h. bei Anwesenheit von Hysterese 


hängt das Integral 


vom Integrationsweg ab. Für hysteresefreie Medien ist da- 
gegen m°fdf,, ein exaktes Differential, was z. B. für aniso- 
trope, linear polarisierbare Dielektrika zu den bekannten In- 
tegrabilitätsbedingungen 


gi” = gri 


führt, wo die «* die durch 


definierten Dielektrizitätskonstanten Der Wert 
Integrals ist also durch die Grenzen allein bestimmt, und wir 
imstande, seinen Gradienten auszudifferenzieren: 

Der erste Term rührt her vom Gradienten des Feldes, 
der zweite allein vom Gradienten der eindeutig vorausgesetzten 


Abhängigkeit der Polarisation vom Felde. Die Kraftdichte 
nimmt also ud hysteresefreie Medien die ganz einfache Ge- 
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m“ 
(2) | +a] 


Abgesehen vom wahren Strom erfährt also ein hysterese- a 
freies Medium in einem beliebigen elektromagnetischen Felde § 
außer Drehmomenten nur da Kräfte, wo die funktionelle Ab- __ 
hängigkeit der Polarisation vom Felde einen Gradienten 
zeigt; also insbesondere ein homogener Körper nur in seiner 
Oberfläche, und zwar senkrecht zu ihr. ‘Das ist ein Resultat, 
das bei einer Impulsdichte [e,5] statt [b,6] niemals erfüllt — 
wäre, und hier müßte der Experimentator einsetzen, der hier- _ 
über den allerdings schwer zu führenden praktischen Eee ate 2 
für nötig hält. 


Für Körper, deren durch 


gegeben seien, wo die Dielektrizitäts konstanten“ 
variabel, noch beliebige eindeutige Funktionen ¢(e) und „(b) 
des Feldes bedeuten, nehmen die Ruhkomponenten der Glei- __ 
chung (12) die bekannten, hier aber mit erweitertem Gültigkeits- % ee 
bereich auftretenden Werte an: 


b 

7 

0 0 


Die Leistungsdichte enthält außer dem Jouleschen Effekt 
(i,e) noch Glieder, die dann von Null verschieden sind, wenn 
: und pw noch explizite von der Zeit abhängen, was z. B. da 
der Fall sein wird, wo sie beide Funktionen der Temperatur 
und diese sich mit der Zeit ändert. 
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Es ist das Resultat dieser Arbeit, nachgewiesen zu 
haben, daß man zur Lösung des elektromagnetischen Problems. 
im groben (makroskopisch) im Innern ponderabler, bewegter 
Materie in jedem Weltpunkte außer dem wahren Viererstrom 
nur eine einzige, durch die Konfiguration der Mikroladungen 
allein bestimmte Größe, nämlich den durch Gleichung (IId) 
definierten Tensor der Polarisation in seiner Abhängigkeit vom 
Mittelwerte des Feldes, von Temperatur, elastischem Ver- 
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5. Elektrische Zorstäubung von geschmolsenem 
Siegellack ; 
von G. Quincke. 


die elektrische Leitfähigkeit isolierender 
Substanzen nachzuweisen, dient gewöhnlich folgender Vor- 
lesungsversuch. Man schmilzt über einer Flamme an das untere fi 
Ende eines dieken Metalldrahtes einen großen Siegellacktropten fates 
und hängt den Metalldraht an den Konduktor einer kräftigen 
Elektrisiermaschine. Beim Drehen der Maschine entstehen 
normal zur Tropfenoberfläche 10, 20 oder mehr kegelförmige 
Spitzen nebeneinander, welche sich zu langen, dünnen, haar- 
feinen Fäden verlängern, gegenseitig abstoBen, in viele spitze — 
oder runde Tropfen zerfallen, auf einem weißen Papierbogen 
aufgefangen werden und erstarren. Die geraden oder ge- | 
wundenen Fäden haben vor der Erstarrung infolge der Ober- 
flächenspannung Anschwellungen und Einschnürungen gebildet. 
An den äußeren Enden sind einzelne Tropfen oder kürzere 
und längere Fadenstücke mit Anschwellungen oder aneinander 
hängenden Tropfen abgeschleudert worden. Die Enden der = 
Fäden und Fadenstücke sind zugespitzt oder Tropfen, dere E 
Oberfläche glatt oder wieder mit einzelnen Fadenspitzen be- 
setzt ist. 
Die Formen wechseln mit Qualität, Temperatur, Viskosität 
und Erstarrungsgeschwindigkeit des Siegellackes und zeigen 
die durch elektrische Kräfte veränderten Formen von Schaum- __ 
wänden I. und II. Art, ähnlich wie die elektrischen Staub- __ 
figuren.?) 
| Ich bedeckte das untere Ende eines dieken Drahtes wait: ei 
| einer 2—8 cm langen Schicht von leichtflüssigem, geschmol- R 
zenem Siegellack, hing den Draht an die eine Elektrode einer 
Toeplerschen Influenzmaschine mit 20 rotierenden Scheiben ?), 


1) G. Quineke, Ann. d. Phys. 48. p. 452. 1914. 
2) Aug. Toepler, Elektrotechn. Zeitschr. 8. p. 366. 1882. 
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während sehr lange Funken zwischen den Polkugeln über- 
sprangen. Die abgeschleuderten erstarrenden Siegellackfäden 
wurden mit einem Papierblatte aufgefangen. An der Ober- 
_ fläche des geschmolzenen Siegellacks entstanden parallel der 
ie even neben- und übereinander dünne, durchsichtige 
Bänder von gleichförmiger Dicke, von 5—8 mm Breite und 
mt 40 mm Länge, deren vorderer Teil zylindrisch gekrümmt und 
35 am Ende zusammengebogen war, eine Röhre bildete und in 
& einen langen, dünnen Faden mit Anschwellungen und spitzem 
 Kopfe auslief. Von diesem Faden waren wieder kleine Tropfen 
und kürzere Stücke mit Anschwellungen abgeworfen. 

Ein isolierter, horizontaler Messingdraht von 60 x 8 mm 
trug an einem Ende eine Kugel und war am anderen abgerun- 
 deten Ende mit geschmolzenem, leichtflüssigem Siegellack 
überzogen. Vom positiven Pole einer Holtzschen Influenz- 
maschine, deren anderer Pol geerdet war, ließ ich Funken 
von 10 mm Schlagweite nach dem Kugelende des Messing- 
drahtes überschlagen. Die von der Oberfläche des flüssigen 


Siegellacks abgeschleuderten kegelförmigen Fäden, welche 
in lange, dünne, haarfeine Fäden mit Anschwellungen aus- 
_ liefen, wurden auf einem Papierblatte aufgefangen. Unter 
dem Polarisationsmikroskop zeigten die erstarrten Fäden un- 
na re durchsichtige massive Fäden mit Anschwellungen, oder dünne, 
Fe _ durchsichtige, doppeltbrechende Bander mit dicken, rauhen, 
Br: re Rändern und Querleisten. An der Ober- 
_ fliche der Fäden und Bänder waren in nahezu gleichen Ab- 
_ stinden voneinander kleine, runde Kugeln eingeschmolzen oder 
sehr feine, gerade und gewundene Fäden abgeschleudert mit 
: kleinen Anschwellungen oder Kugeln am Ende (vgl. Fig. 1, 


b c 


SER Mit den aufeinanderfolgenden Entladungs- und Ladungs- 
_ funkeo der Influenzmaschine wechselt periodisch an der Ober- 
fläche und im Inneren des langsam erstarrenden Siegellackes 
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die Dichte der freien Elektrizität. Für einzelne Stellen be. Er a 
sonders stark, von denen die elektrische zähe Flüssigkeit ab- x 
geschleudert wird in dünnen Lamellen oder Bändern oder - _ 
kegelförmigen, spitz auslaufenden Fäden. Gleichzeitig werden 
durch die Oberflächenspannung die dünnen Bänder gekrümmt __ 
zu Zylinderflächen oder Röhren, und in den Fäden Anschwe- _ 
lungen, Einschnürungen, Kopftropfen, und durch die freie 
Elektrizität an der Oberfläche spitze Enden gebildet. Ist bei 
den folgenden Funken der Siegellack noch flüssig, so werden = N 
an den Fadenenden kürzere Strecken mit Anschwellungen und = 
spitzen Enden oder aus der Seitenwand der Fäden, der An- 
schwellungen und der Kopftropfen neue Fäden abgeschleudrt. 
Aus größeren Kopftropfen wurden wieder kleinere Fäden mit 2 
spitzen Enden und Anschwellungen oder durchsichtige Bänder _ oe 
mit Längs- und Querleisten durch elektrische Kräfte ab- 
gestoßen. Bei genügend hoher Temperatur zerfallen die ab- — 2 
geschleuderten Fäden durch Oberflächenspannung in einzelne Sins 
runde Tropfen, ehe der Siegellack erstarrt. Re 
Der rote Siegellack besteht aus Schellack oder Hien 
mit Beimengungen fester, pulverförmiger Substanzen, Zin- 
nober, Mennige, Eisenoxyd, Schlemmkreide, Gips usw. Die __ 
freie Elektrizität an der Grenzfläche der festen Teilchen und 2 
des flüssigen Harzes treibt diese Fremdstoffe nach den Rän- 
dern der abgeschleuderten Bänder und bildet die undurch- = 
sichtigen Rand- und Querleisten, wobei die durchsichtigere, — 
zähe Flüssigkeit gezerrt, gedehnt und doppeltbrechend wird, 
und erstarrt. Wahrscheinlich ist die rauhe Oberfläche der 
Rand- und Querleisten mit vielen kleinen, unsichtbaren Spitzen 
besetzt. 
Die spitzen Fadenenden beweisen, daß der abgeschleuderte 
Siegeilack flüssig und elektrisch war, als er erstarrt ist. Man 
hat also anzunehmen, daß die freie Elektrizität von flüssigem — ‘ 
Siegellack fortgeleitet wird und daB die freie Elektrizitat den — aii 
Siegellack länger flüssig erhalten hat, oder mit anderen Worten: 
Der flüssige Siegellack ist ein Leiter der Elektrizität. Bi = 5 
elektrische Siegellack hat einen niedrigeren Schmelzpunkt as 
unelektrischer, oder Siegellack wird beim Elektrischwerden 4 


wärmt und geschmolzen. Beides ist möglich, sobald die Elek- 
tronen mit dem Siegellack unter Wärmeentwicklung 
mische Verbindnng oder Lösung bilden. a 
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lack, und bilden unter dem gleichzeitigen Einflusse der elek- 
 trischen Kräfte und der Oberflächenspannung abgeschleuderte 
Splitter und Emanationen mit ähnlichen Formen wie elek- 
trisch zerstäubter, geschmolzener Siegellack, Die Formen der 

_ abgeschleuderten elektrischen Metallsplitter gestatten dieselben 

_ SchluBfolgerungen wie die abgeschleuderten elektrischen Siegel- 
lackfäden und bestätigen meine Ansichten über die Schaum- 


es 1) G. Quincke; W. Guertler, Internationale Zeitschrift für 
_ Metallographie 3. p. 23—36, 79—101, 303—304. 1912. 


‘ 
G.Quincke. Elektr. Zerstäubung von geschmolzenem 
Mit Flaschenströmen elektrisch zerstäubte 
= a 3 zeigen ähnliche Erscheinungen wie elektrisch eg 
a 
mee “), Wie ıch ın elmer folgenden Mittellung 
BEN. sbrustur der Metälle), 
2 Heidelberg, den 23; Oktober 1917. 
4 Eingegangen 24. Oktober 1918) 


6. Theoretisches über den Starkeffekt in der 
Fowlerschen Heliumserie; 


von Paul 8. Epstein. 


§ 1. Einleitung. — Neben der Balmerserie des Wasser- 
stoffs sind die von Pickering und Fowler gefundenen, von : 
Bohr dem ionisierten Helium!) zugeordneten Serien die ein- 
zigen, deren Entstehen uns vom Standpunkte der Bohr- 
schen Theorie?) in allen Einzelheiten klar ist. Das a 
ionisierte Heliumatom ist nämlich vollständig ‚‚wasserstoff- 
ähnlich“: es besteht aus einem Kern und einem einzigen 
Elektron und erfüllt damit die Voraussetzungen sowohl der 
Sommerfeldschen Theorie der Feinstrukturen®) als auch 
der vom Verfasser gegebenen Theorie des Starkeffektes*), und 
in der Tat haben die Paschenschen Messungen an diesen 
Heliumlinien für die Prüfung und Bestätigung der ersteren 
eine grundlegende Rolle gespielt. 

Neuerdings iiegen auch Messungen über den Starkeffekt 
an Linien der Fowlerserie 7 3 


1 
(1) y= WN ’ 
(=) @ 

1) Hr. J. Stark bezeichnet diese Serien als die des.doppelt ioni- 
sierten Heliums, Vom Standpunkte der Quantentheorie ist dies insofern 
gerechtfertigt, als die Vorbedingung für das Leuchten eines Atoms darin 
besteht, daß sich das Elektron nicht mehr in der Normallage befindet, 
sondern in eine äußere Bahn bzw. ins Unendliche entfernt ist. Während 
des Leuchtvorganges selbst fällt aber diesem Elektron gerade die wesent- 
liche Rolle zu, so daß es unzweckmäßig wäre, es als außerhalb des Atom - 
verbandes stehend zu bezeichnen. In diesem Sinne sagen wir, daß die 
Träger der Fowlerserie einfach ionisiert sınd, und folgen damit dem in 
der Quantentheorie eingebürgerten Sprachgebrauche. 

2) N. Bohr, Phil. Mag. 26. p. 1. 476 u. 857. 1913. 

3) A. Sommerfeld, Münch. Ber. p. 459. 1915; Ann, d. Phys. 61. 
p. 1, 125. 1916. 

4) P. S. Epstein, Ann. d. Fr 50. p. 489. 1916. — Diese Arbeit 
wird im folgenden mit l.c. zitiert. = = = 

Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 
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Nachdem Croxson!) im Felde 
eine Verbreiterung der Grundlinie (m = 4; 4686 A) gefunden 
hatten, konnte Nyquist?) eine Aufspaltung derselben er- 
halten und ausmessen. Nunmehr ist es J. Stark und seinen 
Mitarbeitern*) unter Überwindung großer experimenteller 
Schwierigkeiten gelungen, auch die Zerle der zweiten 
(m=5; 8208 A) und dritten (m=6; 2788 A) Linie dieser 
Serie zu beobachten. 
Der Zweck der vorliegenden Mitteilung ist, die Prüfung 
der Quantentheorie an dem neuen wertvollen Material durch- 
= zuführen. Zunächst wird die Lage der elektrischen Kom- 


= Beobachtungen wieder, läßt sich aber noch nicht im ein- 
zelnen mit denselben vergleichen, weil es sich um eine experi- 
\  menkelle Grobzerlegung handelt. Bei einer solchen gelangen 


pee mehrere starke eventuell zusammenflieBen, so daB man 
als Maximum der Schwärzung auf der Platte nur ihren ge- 
_ meinsamen Schwerpunkt feststellen kann. Daher genügt es 
ag : für die Theorie nicht, die Lage der Komponenten zu bestimmen; 
BR man muß auch ihre relative Lichtstärke kennen. Glücklicher- 
_ weise sind neuerdings von Bohr‘) Gesichtspunkte entwickelt 
ee worden ($ 8), welche eine Berechnung der Intensitäten ge- 

statten. Dementsprechend gestalten sich die nachstehenden 

Rechnungen auch zu einer Prüfung der hochwichtigen neuen 
Bohrsehen Theorie, deren Hauptverdienst es ist, die Kluft 
' . zwischen den Auffassungen der Quantentheorie und der 
ng klassischen” Elektrodynamik wesentlich verengert zu haben. 


Es sei vorweggenommen, daß die Ergebnisse der Prüfung 
durchaus zugunsten der Theorie ausfallen. Der Vergleich mit 


1) E. J. Evans and C. Croxson, Phil. Mag. 82, p. 327. 1916. 
2) H. Nyquist, Phys. Rev. 10. p. 226. 1916. 

f 3) J. Stark, O. Hardtke u. G. Liebert, Ann. d. Phys. 56. p. 569. 
a Durch Hrn. Prof. Starks Freundlichkeit war mir diese Ab- 
handlung schon in der Korrektur zugänglich. 

4) N. Bohr, _Vidensk. Selsk., Afd., 
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Uber den Starkeffekt in der Fowlerschen Heliumserie. 555 oy 


der Erfahrung bildet eine neue Stütze sowohl für die Theorie | 
des Verfassers als für den neuen Bohrschen Standpunkt zur — 
Intensitätsfrage. 


82. Lage der Komponenten im Starkeffekt. — Das Bild | 
der elektrischen Zerlegung in der Fowlerserie wird durch die — 
Formel 1. c. (65) des Verfassers gegeben, in welcher für den 
zweiwertigen Heliumkern x = 2 zu setzen ist: 

8h 


(2) 


Z = (m; + my + m,)(m, — m,) — (m + +m) — 

Dabei bedeutet A das Plancksche Wirkungsquantum, — 
e die-Ladung und u die Masse des Elektrons, e die Licht- 
geschwindigkeit und E die Stärke des angelegten elektrischen _ 
Feldes. Die Summen der Quantenzahlen betragen für die 
Fowlerserie 


+g m +m, +m, =4,5,6, 
Nach Einsetzen der Zahlenwerte der Konstanten h, u, e, ¢ 
erhält men, wenn E in Volt/em gemessen wird, in der Skala 
der Wellenlängen A 
(8) AA = 8.21.1054? E.Z em. 


Das. ergibt für die drei von Stark untersuchten Linien bei 
der Feldstärke E = 100000 Volt/em: 
= 4686 Ä 
3203 0,38 
2788 0,24 
Da die Formel (2) im Falle der Balmerserie zuviel Kom- 
ponenten ergab, mußten wir ein Auswahlprinzip zu Hilfe 
nehmen und benutzten als solches die Sommerfeldschen 
Quantenungleichungen: 
(4) m >, , m 
Setzt man dieselben Ungleichungen auch als in der Fowler- 
serie gültig voraus, so ergeben sich in der 1, c. geschilderten 
Weise die folgenden symmetrischen Zerlegungen, von denen 
wir nur die positiven Komponenten angeben: 
Linie 4686 
Z =1 6 5 = 8 2 
p: 42=49% 42 85 28 21 1,4 
8s: fis — _ _ 2,1* 1,4 
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P. 8. Epstein. 


Mit einem Stern sind die Komponenten bezeichnet, bei 
deren Entstehen die sehr wenig wahrscheinlichen Pendelbahnen 
(l. e.) mitwirken, weshalb sie nur mit sehr geringen Inten- 
sitäten auftreten können. Zwei Sterne bedeuten, daß sowohl 
die Anfangs- als die Endbahn unter diese Kategorie fallen. 
Die Beobachtung durch Nyquist ergab für diese Linie 


di=32Ä, 


Linie 3203 
Z=16 14 12 11 10 


p: dh= 53 46 40 — 8,8 
3,6 
3 2 1 

— 906 — 


p: 41=88 A, A. 


Linie 2788 
4 21 18 15 12 2-4 
. 4h= 65 58 50 48 56 29 22 14 072 0 
s: Hi= 50° 48 386 29 22 14 0,72 0 
Beobachtet wurde: 
p: 41=5,1 1,2 


Die Erfahrungen an der Balmerserie legen die Annahme 
nahe, daß in den p-Serien die äußersten Komponenten (ohne 
Stern) die stärksten sind, deren Lage das gemessene Schwär- 
zungsmaximum ungefähr entsprechen muß. Innerhalb der 
Genauigkeit der Messungen, welche Stark mit 25 Proz. an- 
gibt, ist dies auch in der Tat der Fall. Bezüglich der s-Kom- 
ponenten sind. die Ergebnisse insofern befriedigend, als die Null- 
lage wirklich nur in den beiden Linien beobachtet wurde, in 
welchen sie nach der Theorie auftreten muß. 

Indessen läßt sich, wie schon in der Einleitung hervor- 
gehoben, ein eingehender Vergleich zwischen Theorie und 
Beobachtung nur an der Hand der Intensitäten durchführen. 
Der Verfasser hatte ]. c. für die Intensitätsverteilung die 
beiden folgenden Regeln aufgestellt: 1. Die zu Pendelbahnen 
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Über den Starkeffekt in der Fowlerschen Heliumserie. 


gehörigen (mit Sternen versehenen) Komponenten sind durch- 
weg sehr schwach. 2. Vorbedingung für das Auftreten großer 
Intensitäten ist, daß eine der Quantendifferenzen Q, = m, — n, 
oder Q, =m, — 1,1), durch welche der betreffende Bohr- 
sche Übergang gekennzeichnet ist, einen möglichst großen 
Wert erreicht (während die andere vermöge der Ungleichungen (4) 
positiv oder gleich Null bleibt). Die erste dieser Regeln, die 
ja durch die ausgezeichnete Stellung der Pendelbahnen von 
vornherein plausibel scheint, muß auch zur Ergänzung der 
weiter unten dargestellten Bohrschen Theorie beibehalten 
werden. Aber auch die zweite behält in gewissem Umfange 
ihre Gültigkeit, wenn man sie auf die p-Komponenten be- 
schränkt: die größten Differenzen der Quantenzahlen spielen 
hier in der Tat für die Intensitätsfrage eine fundamentale 
Rolle, worauf wir noch in $ 5 ausführlicher eingehen werden. 


-§8. Die Bohrsche Theorie der Intensitäten. — Bohr 
geht in seinen Überlegungen von dem Postulat aus, daß im 
Gebiete großer Wellenlängen die Ergebnisse der Quantentheorie 
und Elektrodynamik übereinstimmen müssen. Betrachten wir 
die bedingt periodische Bewegung eines Elektrons, so nt- 
sprechen bei Anwendung der Bohrschen Frequenzbedingung 


(5) vy = A (m,, Mg, M;) — A (ny, Ng, Ns) 


auf Übergänge aus einer statischen Bahn (m,, m,, m3) in 
eine andere (n,,N,,n,) großen Wellenlängen große Werte 
der Quantenzahlen m und n, im Vergleiche zu denen die 
Differenzen Q,,Q.,Q3 klein sind. Unter diesen Voraus- 
setzungen muß uns nach dem Bohrschen Postulat Formel (5) 
genau dieselben Schwingungszahlen liefern, welche das Elek- 
tron bei seiner Bewegung in der Anfangs- oder Endbahn, 
die ja in der Grenze m = n = oo unendlich wenig voneinander ~~ 
abweichen, nach den Regeln der Elektrodynamik emittieren 
würde, 


1) Ursprünglich war meine Meinung, daß auch der azimutaen 
Quantendifferenz Q,= m, — n, die gleiche Bedeutung zukomme. Es O4 
wurde aber bereits l.c. durch Einklammern angedeutet, daß diese eine 
Sonderstellung einnimmt. Für das Folgende scheidet der Wert von Q, 
als notwendige Bedingung großer Intensität aus, da nach 
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Welche Frequenzen sind aber nach der Elektrodynamik 
zu erwarten? Aus der Theorie der bedingt periodischen Be- 
wegungen ist bekannt, daB der Zustand des Systems, also 
z. B. die jeweilige Entfernung s des Elektrons von einer festen 
Ebene, eine periodische Funktion von der Periodizität 22 
geeignet gewählter Parameter, der sogenannten Winkelkoordi- 
naten %y, Ws ist (s= 5 (w,, Ws)), welche sich ihrerseits 
in linearer Abhängigkeit von der Zeit t befinden: 


(6) = 2,t+6,, (h=1,2,8). 


Eine periodische Funktion kann man aber stets in eine 
Fouriersche Reihe entwickeln 

Bes, +0 +® 


- —® 


oder nach (6) 


-o 


Die Bewegung des Elektrons stellt sich also als Überlagerung 
von harmonischen Schwingungen der Frequenzen 


(8) = iQ, 


dar, wo die Indizes alle möglichen positiven und FRE 
Werte (doch so, daß die Bedingung »>0 erfüllt bleibt) 
durchlaufen. 

Finen ganz ähnlichen Ausdruck kann man vom Stand- 
punkte der Quantentheorie gewinnen. Dabei macht man 
von dem Umstande Gebrauch, daß die den Winkelkoordinaten 
kanonisch konjugierten Impulse u, konstant sind. Und zwar 
sind es gerade diejenigen Unveränderlichen, welche dem 
Planckschen Wirkungsquantum h proportional gesetzt werden 
(Schwarzschildsche Fassung der Quantenbedingungen): Ss 


Die Gesamtenergie oder Hamiltonsche Funktion A ist 
eine Funktion der Größen u, allein und von den Winkel- 
koordinaten w, unabhängig.!) Daher ist die Änderung, welche 


A 1) Vgl. P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 51. p. 168. 1916. a 
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Über den Starkeffekt in der Fowlerschen Heliumserie. 559 a ag 
die Gesamtenergie beim Ubergang von einer Bahn zu einer 
benachbarten 


Dabei ist vorausgesetzt, daß man die Glieder zweiter und 
höherer Ordnung in Au, vernachlässigen kann, und das ist 
dann der Fall, wenn diese Differenzen gegen die Absolutwerte u, _ 
klein sind, also im Bereiche langer Wellen. Nun gilt rach 
den kanonischen Gleichungen 
du 8A 
fassen wir. dabei den Übergang von der statischen Bahn 
M,, Mg, m; zur Bahn n,,n,,n; ins Auge, so ergibt dies zu- 
sammen mit den beiden vorangehenden Gleichungen 


3 
A(m, , m, , m,) — A(n,, n,, Ns) = —n)2;, 
1 


und hieraus erhält man nach (5) für die Frequenz 
vg = (m,— Mm) 2, + (mM, — My) + (Ms nz) Qs. 
Da die Ausdrücke (8) und (8’) übereinstimmen sollen, 
können nur diejenigen Quantendifferenzen vorkommen, welche 
den Indizes ¢, 7, k der Reihe (7) entsprechen. Ist einer der 
Koeffizienten a;;, gleich Null, so ist auch der entsprechende 
Bohrsche Quantenübergang unmöglich. Diese Forderung ent- 
hält ein Auswahlprin:ip, welches die Sommerfeldschen Un- 
gleichungen (4) teilweise ersetzen kann, Darüber hinaus ver- 
langt das Bohrsche Postulat, daß die vom Standpunkte der 
Elektrodynamik und Quantentheorie übereinstimmend be- 
rechnete Wellenlängen auch übereinstimmende Polarisationen 
und Intensitäten aufweisen. Die Lichtstärke einer Komponente 
wird daher durch den entsprechenden Koeffizienten a;;, der 
Fourierzerlegung (7) gegeben (bzw. durch dessen Quadrat). 
Was die Polarisationen betrifft, so zeigt Bohr allgemein, 
daß in einem Systeme von axialer Symmetrie die parallel 
der Achse verlaufenden Schwingungen lediglich die azimutale 
Quantendifferenz Q,=0 enthalten können, diejenigen senk- 
recht zur Achse die Differenzen Q, = +1. Dasselbe Resultat 
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hat unabhängig auch Rubinowicz!) aus einem auf dem 
Studium der Impuls- und Energieverhältnisse basierenden 
Gesichtspunkte erhalten, der noch weniger Hypothetisches 


‚enthält als die dargelgte Bohrsche Theorie und bei Bohr gleich- 


falls kurz angedeutet wird. Verfasser hat bei der Unter- 
suchung des Starkeffektes in der Balmerserie mit der Möglich- 
keit der Differenzen. Q, =2,3,4 gerechnet; es zeigt sich 
jedoch, daß keine Komponenten in Wegfall kommen, wenn 
man solche Übergänge ausschließt und sich auf 0, +1 be- 
schränkt, wie wir es in $ 6 sehen worden. Tür die Theorie 
des Zeemansffcktes ist dieses allgemeine Ergebnis von Bohr 
und Rubinowiez von grundlegender Bedeutung, da es die von 
Sommerfeld?) und Debye?®) gefundenen überzähligen Kompo- 
nenten wegschafft; beim Starkeffekt gibt es eine Erklärung 
der vom Verfasser (l. ¢. p. 514) gefundenen Polarisationsregel. 
$4. Durchführung für den Starkeffekt. — Wir wollen die 
in $ 8 auseinandergesetzte allgemeine Methode im Falle des 
Starkeffektes im einzelnen durchführen. Zu diesem Zwecke 
fassen wir ein Elektron ins Auge, welches sich unter der Wir- 
kung eines Coulombschen Kraftzentrums von der Ladung 
+ xe und eines ihm überlagerten homogenen elektrischen 
Feldes bewegt. Dabei knüpfen wir an l. c. p. 495 an und 
benutzen auch die dort eingeführten Bezeichnungen. Durch 
die parabolischen Koordinaten £, n drücken sich die vom 
Nullpunkte parallel zum elektrischen Felde (8,) und senk- 
recht zu demselben (8,) aufgetragenen Strecken wie folgt aus 
(9) 8, = 4( — 7%), 8,= sing, 
oder wenn wir von der Transformation (I. ec. p. 508) 
(10) 


Gebrauch machen 


1) A. EEE Physik. Zeitschr. 19. p. 445, 465. se 


A. Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 17. p. 491. 1916. re 
3) P. Debye, Phys, Zeitschr. 17. p. 507. 1916. 4 
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Dabei ist nach 1. ce. (45), (58), (55), (56) die Bedeutung der | 
Buchstaben die folgende 


Vm m + m5) Yan tn) 

Aa 1 pax 
h* (m, + 1%, + +N, + 


der Bewegung auszudrücken, um diese später durch die Winkel- 
koordinaten zu ersetzen. Die Gleichungen der Bewegung sind — 
nach 1. c. (82) bis (84) | 


€ 7 
dE dn 
Vi: © Viz (n) 


Im att. en wir uns auf die Betrachtung sehr 
schwacher elektrischer Felder beschränken und die Feldtärke 
gleich Null setzen. Das heißt, wir berücksichtigen das äußere __ 
Feld nur insofern, als durch dasselbe eine Richtung aus- 
gezeichnet und die Auswahl der statischen Bahnen abgeändert 
wird, sehen aber von einer Beeinflussung der Bewegung durch 
dasselbe ab. Damit leisten wir auf die Untersuchung einer 
eventuellen Veränderung der Intensitätsverteilung bei An- 
wachsen des elektrischen Feldes Verzicht. Man muß aber 
im Auge behalten, daß die in $ 8 dargelegte Theorie nur — 
für den Grenzfall sehr großer Quantenzahlen streng glien 
soll, während ihren Anwendungen auf die Verhältnisse der 
experimentell untersuchten Linien eine nur angenäherte Gültig- — 


1) L. c. habe ich als Grenzen der Integration 0 und & bzw. 0 und 7 © 
angegeben. Hr. Geheimrat Planck machte mich freundlichst darauf 
aufmerksam, daß &=0 und „= 0 imaginären Werten der Wurzeln 
entsprechen. In der dritten Gleichung ist der Faktor 1/Yu erginzt.— __ 
Zugleich sei ein anderer sinnstörender Schreibfehler berichtigt: 1. c. in 
‚Formel (21) und (24) ist der Faktor 1/, zu streichen und as eg 
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keit zukommt. Andererseits beanspruchen auch die Angaben 
über die gemessenen Intensitäten keine große Genauigkeit, 
so daß es ungerechtfertigt wäre, eine unnötige Verfeinerung 
der Theorie durch eine starke Komplikation der Rechnungen 
zu erkaufen. 


Im Grenzfall E=0 erhalten die Funktionen h (£) und 
fa (n) nach 1. ¢. (80) die Form 


(14) 


fal) = / — 
oder bei Einführung der Variablen u, v 


(14) (§) = yi—u?, (7) = 


V2A-& 


Deshalb schreiben sich die (18) 


du 1 + dv = 
x 2x 
nen = (2 A) 
Yyi- xe" Vu 
| 
Ex is Die Integration der zweiten und dritten Gleichung liefert: 


arcsinn — arcsinv — 2 Y2Aß', 


(15) "+ aresin u + *—Parcsin 20, YI— 


4 
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(16) u=cosu, v = COs d 
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+ß- 2x0, u ) 
(17) arctg ( Fane, 
R £ % vd +): 
V= — P+ 2xa, 

Aus den Gleichungen (18) und (17) lassen sich u, v und g 
als Funktionen der Größen .ß’, gp, t — ty ermitteln, und wir 
gehen jetzt dazu über, die Beziehungen der letzteren zu den 
Winkelkoordinaten w,, w,, ws anzugeben. Es gelten nämlich 
die Relationen!) 
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1 
(18) ‘ 
fo + Doo W, Ws 
_ 
0,0 + Wy + Wey Wy 
wobei 


j=1, 2, 3) 


bedeutet und mit a,, a,, a, bzw. — A, a, B bezeichnet nr 
Unter u,, schließlich, verstehen wir die Ausdrücke e$ 


m 0 


Die Integration läßt sich [z. B. mit Hilfe der Stb- 
stitution (10)] leicht ausführen und liefert 
a 1 e® (x + B) 1 e (x — 
Dementsprechend schreiben sich die Beziehungen (18) 


2 (2A) + + B)w,), an 


(26) 


— w,) 
ayaz 2/ 


1) Vgl. z. B.C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels. I. p. 104. 
Leipzig 1902; oder auch P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 51. p. 176. 1916. 
Die Detinition der Größen » weicht dort um der 
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Nunmehr können wir zu den Gleichungen (15) zurück- 
kehren. Aus denselben erhalten wir eine erste Näherung für 
u und v, wenn wir beachten, daß die arcsin unbegrenzt wachsen, 
während die Glieder mit den Quadratwurzeln die Werte 20,, 
20, nie überschreiten. Wir können daher die letzteren Glieder 
zunächst vernachlässigen und erhalten, indem wir zugleich 
(20) berücksichtigen: 


arcsinu=—w,, arcsinv’ = —w,, 


u=—siNw,, v= —SiN 


Durch Einsetzen dieser Werte in die vernachlässigten 
Glieder erhält man zur Berechnung der zweiten Näherung, 
welche für unsere Zwecke ausreicht, die Gleichungen 


 arcsin u — arsnv=—uw, +%,, 


arcsin v = 2x0, cos W, + 2%0, COS Wy 
— (x + B) w, — (x — B) w,, 


koordinaten zu bestimmen. Aus Fe und (10) folgt 


u v b v 
SIN 9, @ 008 — 008 — sin > 


v 
— C08p, (e sin — cos — > + d cos — sin 3), 


7 


wenn wir zur Abkürzung 


= Yx +ß+2x0,:Yx— 2xo0,, 
b = Vx + B—2xo, - > 
= Yx +ß+2xo,:Yx— 


— 2x0, 


~ 
a 
2 
- 
: Sy 
= (x B) 
woher fe 
COS Ws), 
—sın — GC. COS W. U). 
Winkel- 
In 
4 
4 
(22) 
; 
. 
= 
a 
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setzen. Hieraus mae 

sin 
+ sin(w, — w,) + (a + b — c — d)cos(w, — 0, cos w, — 0, cos w,) 
—(@+5+ c+ d) cos (w, + w, — w, — 0, C08 w, — c, COS w,) }. 


Damit ist unser Ziel, die Strecken 8, und 3, durch die = 
Winkelkoordinaten auszudrücken, erreicht. Führen wir noch 
die weiteren Abkürzungen ein: 


1 ’ 
23) 
d= @tot+et+d), 
so gewinnen sie die endgültige Gestalt: ais 
(3, = — 7, sin (w, — 0, cosa, 

COs w, — 0, COS w,) const. 

(24) lla—b—e +d) sin —w,) +(a—b+e—d) 


a3 sin (w, — w,)] + 7 COS (w, — o, COS w, — 0, cos el 


6 cos (w, + — COS w, — 0, COS w,). 


$5. für die Balmer- und Fowlerserien. 
Die soeben gewonnenen Ausdrücke sind, wie in § 8 aus- 
geführt wurde, in nach den Argumenten w,, wz, ws fort- 
schreitende Fouriersche Reihen zu entwickeln. Beriicksichtigt — 
man die aus der Theorie der Zylinderfunktionen bekennten — 
Reihen: 


cos (a, cos w,) = 2 y (— 1¥J,,(0,) cos 2iw,, 


sin (o, cos w,) = 2 1} Joi +1(0,) cos (27 + 


(wobei durch J;(e,) die i-te Besselsche Funktion des 
mentes ¢, bezeichnet ist und der Strich am Summenzeichen __ 
in üblicher Weise andeutet, daß das +=0 entsprechende 
Glied mit dem Faktor 4 zu versehen ist), so erhält man 1 die a 
Entwicklung 


a 
’ 
4 
23 
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; 
— sin (w, — 0, C08 w, — 0, COS w,) 


- 2 1} +4 Jo¢(o,) Jos (04) {sin — 1) w, + 2jw,] 


— sin [((2¢+ 1) w, + 2jw,]+ sin[(2i — 1) wv, — w,] 
= sin [(2¢ + 1), — 2jw,]} 


+ > > (— Jo54.1(0,) 41(0,){— sin [2iw, + (27 
0 


+ )w,]+ sin + 2) w, + (27 + 1)w,] — sin[2iw, 
— (27 + + sin + 2)w, — (2) + 1)w,]} 


+ (= Jas (6,) {008 + 2 
v 0 


+ cos [(2i + 2) w, + 27 w,] + cos [2iw, — 27 w,] 
+ cos [(2i + 2)w, — 2jw,]} 


+ a (0,) (04) {008 [(2i— 1) w, +(2j 


+ 1) w,] + cos [(2¢ + 1)w, + (27 + 1)w,] + cos [(2i 
— 1) w, —(2 7+ 1) w,)] + cos [(2%+ 1) w, —(2j+1)w,]}; 


‘Unter Berücksichtigung der für ganzzahlige p geltenden Be- 
ziehung 


J_,(0) = (— 1) J,(0), 
aus welcher sich 


— 
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ergibt, läßt sich die Schreibweise wesentlich vereinfachen: ie 
— sin (w, — 0, cos w, — 0, C08 w,) Be 
+o +0 


— 1(0,) [2iw, 


+ Ja: +1(0,)J2;(0,) cos [2iw, + 27 w,] 
41(04) [21 — + (2j + 


Ganz analog gelangt man zu den beiden Entwickelungen: 
[ cos (w, — a COS w, — 0, C08 w,) 


+o 


= a — +4 (0,) Jo; (0,) cos [2iw, 
_ Jay 4 1(0,) 608 [(28 +1) w, + (27 +1)w, + | 
+ Joi 41(0,) Ja; (o,) sin [(27 + 1) w, + 27 w, + wy); 
+ Jo; Jo; 41(6,) sin [2iw, + (27 + - + walt 


cos (w, + w, — w, — 0, COS w, — 0, COS W,) 


+o +0 
= > > (- +5 {Jo;(0,) Jo; (04) cos + 1) w, 
(27) } 1) 4 


+ (2 j +2) w, — + Joi (0g) sin + 2), 
+ (27 + 1)w, — wy) + Joi (0,)Ja;+1(0,)sin[(27+ 1), 
+ (27 + 2)w, — w,]}- 


Die Entwicklung von — sin (w, — % COS — % COS Wy) 


ergibt sich aus (25), wenn man die Indizes 1 und 2 vertauscht. 
Nach $ 8 entsprechen die Koeffizienten der Winkel- 


Q, =m, — %, = mM, — Me, Qs = Mg — Ng. Wir sehen, daß 
unserer Polarisationsregel entsprechend bei den parallel polari- ; 
sierten Komponenten, deren Lichtstärke durch die Glieder ae 
der Entwicklung von 8, gegeben wird, die azimutale Quanten- 

differenz Q, verschwindet, während sie bei den senkrecht — 
polarisierten (8,) die Werte + 1 annimmt. Die Koeffizienten (K) 

der einzelnen Glieder die | Gestalt. 
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1. Linien H, und 4686. 


&) p-Komponenten. 
Q, = Qs K= = 
2 —1 0 —2 (= + +} J, (0,)4, (0,) 
1 0 0 >: Le); 
3 —8 —y Js (Gq) +8 Jy (0) Je 
2 —2 1 Y (0;) J, (62) — 8. (04) J; (0) , 
1 — ; CA) J; (0) + 8 (a4) Jo , 
0 0 1 (Oy) Jo (0) + Jy (01) J; (04) 
4 —% Y (0) Je (02) — 5 (0,) (0) , 
3 —I —1 Jz () Jy (a) + 6 (04) Je , 
2 0 (0) Jo (62) — Jy (0,) Jı (04) , 
1 1 J; (a1) Jy (42) +6. Jog (0) Jo (0) - 
Be Unter Zuhilfenahme der bereits benutzten Beziehung 


J_,(0,) ip 
kann man die zusammengestellten Ausdrücke auf die folgende 
allgemeine Form bringen: 


T 


b) s-Komponenten. 
p -p 1 (0,) + 41 (0,) 41 (64) , 
p+1 —p+1 —1 ¥ (0g) + 94, - 
Wir haben hier nur den Fall Q, > Q, betrachtet, weil der 


andere aus diesem durch bloBe Vertauschung der Indizes 1 
und 2 der Konstanten o, t SEE Für die übrigen Linien 


i 
| 
be r 
E 
“aS 
34 
>: 
3 
 - 
. we 
- 
ime 
. 
a 
je 


—p 1 (0) (a) — FF p4.2(0,) (04), 
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2. Linien H, und 8203. 
=2- 
#) p-Komponenten. 
Q, K= 
p+1l —pt+1 0 (9,) — J,+2(0,)) J_,+1(0,) 
+ 1, — J-, (0,)). 


b) s-Komponenten. 

P+2 —p+l —1 | 
Die besonders einfachen Ausdrücke für H, wollen wir Be 

im Interesse einiger später zu machender allgemeiner Be- _ 

merkungen ausführlich hinschreiben. 


8. Linien H, und 2788. 


a) p-Komponenten. 


‘ 6 3 17,\ 
6 —8 0 J,(0,)J, (0,) ; 
© = 4 


b) s-Komponenten. BER 
— ¥ (0,) (G2) + (04) J; (0) 
¥ Js (04) Jy (0) — 6 (04) Jo , 
1 — ¥ Jz (a) Jo (0) — dg (04) Jy (0) 
—¥ Jy (0) Jy (62) — 6 Jz (0) Je (02) , 
Jg (01) Je (a2) — 6 ds (0,) Js (0) 
Js (a) Jy (0) + 6 J, (%) Ja (0) 
(0) Jo (9) — 6 (01) Jy (0) , 
¥ Js (a) Jy (G2) + (a) Jo (09) 
(0) Jy (oq) + 4 J, (0) J, (04) 


Annalen der Physik. IV. Folge. 58. 37 
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5. Linie Hs 
&) p-Komponenten. 
— (02) — - 


b) s-Komponenten. 
P+2 —ptl 1 xd (43) — 
p+3 —pt+2 —1 — 


Betrachtet man das durch diese Ausdrücke gegebene 
Verteilungsgesetz und beachtet, daß die Größen o,, o, ihrer 
Definition (12) nach stets < 1 sind, so zeigt es sich, daß die 
negativen Differenzen Q, (bzw. Q,) entsprechenden Kom- 
ponenten nur mit sehr schwachen Intensitäten vorkommen 
können. Die beiden ersten Sommerfeldschen Quantengleichungen 
ergeben sich demnach als eine Intensitätserscheinung näherungs- 
weise auch bei Bohr. Sehen wir von negativen Differenzen 
Q,, Q2 ab, so zeigen die p- und s-Reihen ein verschiedenes 
Verhalten: Bei den ersteren haben die Intensitätsausdrücke 
caeteris paribus den größten numerischen Wert, wenn die 
Differenzen Q, (oder Q,) ihren größten Wert erreichen und 
fallen mit Abnahme derselben ab, wie man es besonders deut- 
lich an der ausführlich mitgeteilten Reihe für H, erkennt. 
Dies ist der mathematische Grund einer vom Verfasser em- 
pirisch aufgestellten, aber zu weit verallgemeinerten Regel 
(l. e. p. 516). Innerhalb der durch die Q, gegebenen Stufen 
werden die Intensitäten durch die Werte der Konstanten t, o 
geregelt, und fallen die letzteren ungünstig aus, so kann der 
Ausdruck K trotz großer Differenz Q, klein bleiben; es handelt 
sich also um eine notwendige, aber nicht hinreichende Vor- 
bedingung für die Lichtstärke, wie bereits |. ec. ausgeführt 
wurde. Komplizierter verhalten sich die s-Komponenten: 
Das Maximum liegt hier nicht beim größten Q,, sondern bei 
den beiden darauf folgenden Stufen, welche Intensitäten von 
- der gleichen Größenordnung ermöglichen. Es genügt hier 
also eine große Reihe (innerer) Komponenten den notwendigen 
Bedingungen maximaler Lichtstärke, so daß die wesentliche 
Rolle in der Intensitätsbestimmung den Konstanten 7, d, 0 zufällt. 
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Über die Festlegung dieser Konstanten, von denen 0,0, _ 
durch die Gestalt und Lage der Bahnellipse, r,, 7, 9, dim — 
wesentlichen durch ihre Dimensionen (große Achse) bestimmt — 
werden, ist noch ein Wort zu sagen. Im Grenzfalle großer 
Wellenlängen, von welchem Bohr ausging, wenn man die 
Anfangs- und Endbahn als identisch betrachten kann, sind 
sie eindeutig gegeben. Dagegen sind sie in den praktisch — 
wichtigeren Fällen für die Anfangs- und Endbahn verschieden, — 
und es entsteht die Frage, welche Werte man dem Übergang 
aus der einen in die andere zuschreiben soll. Es ist zuzugeben, 
daß in der Auswahl dieser Mittelwerte eine gewisse Willkür 
liegt; indessen zeigte es sich, daß bei der Durchrechnung für . 
einzelne Linien nach verschiedenen Methoden der Mittelung, _ = 
welche dem Verfasser besonders plausibel schienen, die Resul- 
tate nicht sehr erheblich auseinander gingen. Aus diesem 2 
Grunde wurde nicht so sehr das begrifflich konsequenteste, erg 
als das praktisch bequemste Verfahren für die etwas müh- 
samen Rechnungen ausgewählt, welches darin besteht, in die 
Intensitätsformeln die arithmetischen Mittel aus den für 
Anfangs- und Endbahn gültigen Werten der Konstanten t,t), _ 
09, Y, 6 einzusetzen. 

§ 6. Ergebnisse für die Balmerserie. — Die Bohrsche _ 
Theorie der Intensitäten ist nur im Gebiete großer Wellen- 
längen a priori überzeugend. Wie weit es berechtigt ist, sie 
auf den Bereich kürzerer Wellenlängen zu übertragen, kann — 
nur an der Erfahrung geprüft werden. Aus diesem Grunde 
wollen wir zunächst die Berechnungen für die Linien der 
Balmerserie den sorgfältigen Messungen der Draskechen Fein- 
zerlegung dieser Linien!) gegenüberstellen. 

H, 
p-Komp. 

Z | -K (ber.) | Int. (gem) Z| K (ber) Int. ails 

8 | 0,001 | 0,0°4* 

9 0,06* 10 ot" 

- 0,02 - 7 0 
7 0,02* = 6 0,06 
5 | 1,1407 = 0,05 
4 0,98 ! 0,02* 
3 
2 
1 
0 
1 


89 1, 


25* 


1,27 
2,29 


5 
4 
3 | 
89 1 2 0* 
1 
0 


) J. Stark, Gott. Nachr. p. 427. 
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Hy 


p-Komp. 
K (ber.) Int. (gem.) 
0,0°1** 
0,05 | a 
8,4°* 1 
12,4 11,5 
4,6 9,1 
2,6 | 4,8 
1,1* | 1 
0,5 | 1,2 
0 | 1,4 
H, 
p-Komp. s-Komp. 


K (ber) | Int. (gem.) | Z K (ber) Int. (gem.) 


1 0,00 ~ 
02* | _ 24 | 000 | 
0,1 | 23 | 0* 
20 1 (fr) 20 0,07 1 
0,1* = 17 | 0,04 1,1 
11,0 10,8 16 0” = 
6,5 7,2 14 0,01* se 
1,5 2,0 18 10,6 6,1 
0,3° pa 10 4,4 4,8 
0,6* _ 7 1,9 1,2 
0,4 1 6 2,5" ~~ 
2,9 1,5 4 0,8" a 
1,7 8 3 5,8 3,6 
0,6* <= 0 8,6 7,2 


WAM 


Komp. 


K (ber.) Int. (gem.) 

0,00** 
36 0,1* 
82 | 16,0** | 1( 
28 | 7,2 1,2 
24 3,6 2,8 
20 0,6 1,1 
16 0,8 1,2 
12 3,2 | 1,5 
= 1,0 | 1,2 
4 0,8 1 
0 0 


Die Werte K für die p- und s-Komponenten einer Linie 
sind in denselben Einheiten angegeben, während die Stark- 
schen, Intensitäten nicht von Reihe zu Reihe vergleichbar sind. 


‘ 3 
1 
6 
3 — 
- 
5 
Z K (ber.) Int. (gem.) 
aa 38 0,000* 
| 34 | 0,000" 
‘ae 20 | 0,04 1 (fr.) 
u» 26 0,02 | 1,3 
a 22 0,58 2,4 
1¢ | 0 | 2,1 


bei Anwendung der Ungleichungen (4) ausfallen. Ist als Wert — 
der berechneten Intensität 0 ohne weitere Dezimalstellen an- 
gegeben, so bedeutet dies, daß die Rechnung zum exakten 
Nullwert geführt hat. Fer 
Im allgemeinen laufen die gemessenen Intensitäten den = 
berechneten K in befriedigender Weise parallel. Wie wir 
schon in § 4 hervorhoben, handelt es sich weder bei dn 
experimentellen noch den theoretischen Angaben um strenge 
Bestimmungen der Lichtstärke, sondern nur um eine mehr Pre 
oder weniger qualitative Bewertung derselben; man muß 
also nicht auf die Absolutwerte der Zahlen achten, sondern — 2 
nur auf deren Gang, die Lage der Maxima und Minima; a ; 
in dieser Beziehung ist die Übereinstimmung recht brauchbar. 
Bedeutendere Abweichungen bemerkt man nur bei der H,-Linie. | é 
In der p-Reihe fällt hier zunächst auf, daß fir Z=0 die 
Intensität theoretisch verschwindet, während experimentell ce 
eine schwache Komponente festgestellt wurde. Diese Be 
krepanz ist von der Willkür der Mittelung (vgl. Schluß des $5) _ 
unabhängig und beruht auf der Symmetrie des Ausdrucks K 
der Linie H, (p. 17) für p=0, dessen beide Terme shh ee 
für 6, aufheben. Denselben Grund hat auch 
das Verschwinden der Komponente Z=0 von H,, welches 
durch die Beobachtung bestätigt wird. Es ist aber einleuch- 


erheblicher Größen zustande kommender Effekt, Br ee 
kleinen Änderungen der Bedingungen empfindlich sein mu8: ~~ 
die Berücksichtigung des elektrischen Feldes, welches wir ja 
vernachlässigt haben, würde die strenge Vertauschbarkeit der 
Indizes von + und o aufheben und zu einem endlichen, wenn © 
auch kleinen Werte von K führen. In der s-Reihe sehen wir 
bei den äußeren, sehr lichtschwachen Komponenten einen oe 
Abfall der K, wo die Beobachtung einen schwachen Anstieg 
der Intensitäten zeigt. Dies ist jedoch eine typische Erschei- 
nung, welche bei den Linien Z = 20,17 von H, und Z = 80, 26 
von H, wiederkehrt. Störender ist, daß das Maximum der 
Lichtstärke von Z=4, wo es gemessen wurde, nach Z=6 
verschoben erscheint. 

Dagegen ist in den übrigen Linien der Parallelismus ein 
viel besserer. Beachtenswert ist das Minimum bei Z=8 in 
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8. 
der p- „Reihe von H, Es ist nämlich der Form de POON K 
nicht anzusehen und hat seinen Grund darin, daB sich die 
beiden Terme desselben für die dieser Komponente ent- 
sprechenden Werte von r, o stark schwächen, was zugunsten 
der von uns benutzten Mittelungsart spricht. 


§ 7. Ergebnisse für die Fowlerlinie. — Aus dem im letzten 
Paragraphen zwischen Theorie und Erfahrung durchgeführten 
Vergleiche entnehmen wir, daß die Berechnungen in zuver- 
lässiger Weise das qualitative Anwachsen oder Abfallen der 
Intensitäten von Komponente zu Komponente ergeben, Und 
zwar gehen die aus der Plattenschwärzung bestimmten Licht- 
stärken besser den ersten Potenzen der Größen K parallel 
als deren Quadraten, welche theoretisch das eigentliche Inten- 
sitätsmaß darstellen. Diese Umstände sind bei der Bewertung 
der folgenden Tabelle zu beachten. 


4686 3208 2783 
p-Komp. | | s-Komp p-Komp. s»-Komp. p-Komp. | “Komp. 
Wr K Z | K Z K Z K Z K K 
0,051 * | 22. 0,0%4* 0,051** 45 0,0°1**, 
19! 0,002 * | 21 0,0°4* 28| 0,0°1* | 31] 0,0%2* 42; — 0,0°1* 


26; 0,0°1 | 29] 0,0°3* 39 | 0,0°4* | 0,0°2* 
24| 0,0%1* | 25) 0,0°1* 86 | 0,0°2 0,0°3* 


2 0,001 * 16 


22| 0,018* ;28| 0,0°8 33 | 0,0°1* | 0,091 
0,09 0,000* 0,014 21! 0,0°2 30 0,04* | 0,0% 
0,08 10: 0* 18 | 0,015 19) 0,0°1* 27 5,40% 0,081 
0,05 9, 0,14 16] 1,438 | 17| 0,087 24 3,61 _ 0,028 
0,04 8 0,13 14} 1,12 = 15} 0,041 21, 2,42 0,018 
7 0,11 12} 1.15 1810028 jg 145 | 2,97 
| 1,98 6 0,09 10! 0,64 11] 0,012 15| 0,84 | 8,82 
| 2,48 5 0,03" 8) 0,45 9} 1,12 12| 0,24 2,15 
1,49 3] 0* 60,21 | 7] 1,49 9| 0,76 | 1,08 
1,26 2| 2,10 4| 0,098 | 5| 1,39 6| 0,72 | 1,46 
0,51 1} 3,62 2| 0,09 8| 0,72 3| 0,70 | 2,62 
0,86*  0| 5,17 0/0 0,11 0! 0,89 | 8,16 


Graphisch sind diese Ergebnisse in den Figg. 1, 2, 8 ver- 
anschaulicht, in denen unter der theoretischen Energieverteilung, 
wm den Vergleich mit der Erfahrung zu erleichtern, die Schwär- 


RE  zungsmaxima nach den Messungen von J. Stark und seinen 


_ Mitarbeitern (bzw. von Nyquist für 4686) in Form von 


ri Strichen eingetragen sind.!) Sowohl in den theore- 


a 1) Sowohl die berechneten als auch die gemessenen Intensitäten 
sind hier von p-Reihe zu s-Reihe innerhalb derselben Linie vergleichbar. 
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tischen wie in den experimentellen Figuren sind die Intensi- 
täten durch die Länge der Striche gegeben. In den ersteren 
sind die oberen Strichenden der Übersichtlichkeit wegen durch 


eine Kurve verbunden; in den letzteren ist auf die Lage der 
Striche, welche derjenigen der Schwärzungsmaxima entspricht, 
nicht aber auf deren Breite zu achten. Die Übereinstimmung ist, 


ber 


wie nal sieht, eine recht gute, und die sie der cocina 
und gemessenen Maxima entsprechen einander mit einer viel a 
größeren Genauigkeit als 25 Proz., welche nach der zu vor- _— 
sichtigen Schätzung von J. Stark den Rn. Fehler 
seiner Bestimmungen darstellen sollen. 
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Zusammenfassung. -—— Auf Grund der EEE wurde 
die elektrische Aufspaltung der ersten drei Linien der Fowler- 
serie des ionisierten Heliums nach Lage und Intensität der 
Komponenten untersucht. 

Die Intensitätsbereehnungen wurden auch auf die Linien 
H,. H, H,, H, der Belmerserie des Wasserstoffs ausgedehnt. 


* Der + Vergleich der theoretischen Resultate mit den Er- 
gebnissen der Starkschen Messungen lieferte eine neue schéne 
Bestätigurg sowohl der vom Verfasser gegebenen Theorie 
des Starkeffektes und damit seiner allgemeinen Ansätze für 
bedingt periodische Bewegungen, als auch der neuen Bohr- 
schen Theorie sa Intensitäten. 


Nachtrag bei der Korrektur. — Die vorstehenden Ausführungen 
beschäftigen sich nur mit dem voll ausge: ~-*en Starkeffekt, welcher 
dann vorliegt, wenu man den Einfluß der Keıativität gegen den des 
elektrischen Feldes vernachlässigen kann (vgl. P. S. Epstein, Ann. 
d. Phys. 51. p. 182. 1916), In dem inzwischen erschienenen zweiten 
Teil seiner auf p. 554 angeführten Abhandlung stellt Bohr eine Unter- 
suchung von Kramers in Aussicht, welche durch Berücksichtigung der 
Relativitätskorrektion eine Erklärung des beobachteten Anwachsens des 
Effektes mit dem Felde gibt. 


Druek von as & Ww — in Leipzig 
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